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§1 Solutii

Problema 1

Numerele de trei cifre abe, def, ghi au proprietatea abc+ def+ ghi = 2023. Toate cele nous
cifre sunt distincte si abc < def < ghi. Care este cea mai mare valoare pe care o poate lua
numarul abc?

Demonstratie. Vom afla care este cifra care nu poate fi scrisa printre cele noua cifre.
2023 = abc + def + ghi =

=100-a+10-b+c+100-d+10-e+ f+100- g+ 10-h 41 =
=99-a+9-04+99-d+9-¢e+99-g+9-h+a+b+c+d+e+f+g+h+i=
=Mg+a+b+ctd+e+f+g+h+i

Numarul 2023 da restul 7 la impartirea prin 9, iar suma tuturor celor 10 cifre este 45, care este
divizibil cu 9. Prin urmare, cifra care trebuie eliminata este 2.

o Daci prima cifrd a numéarului abe ar fi cel putin 6, atunci abc+ def+ ghi > 600-+700+800 =
2100 > 2023. Asadar, cea mai mare valoare pe care o poate lua cifra a este 5.

Cum ne intereseaza cel mai mare numar de forma abc vom cauta In continuare numere cu

la=5]

o Daca d > 7, atunci g > 8 si cea mai mica suma se obtine cand cifrele zecilor sunt 0, 1, 3,
adica: -
dbc + def + ghi > 500 + 700 + 800 + 30 + 10 = 2040 > 2023.

Asadar d < 7, sicumd>a:>

Au ramas urmatoarele valori posibile pentru g : 7, 8 si 9.

e Daca g =7, atunci cea mai mare suma se obtine cand cifrele zecilor sunt 8, 9, 4 si pentru
unitati raman 0, 1, 3, adica:

5bc + 6ef + Thi < 500 4 600 + 700 + 80 + 90 + 40 + 1 + 3 = 2014 < 2023.

o Daca g =9, atunci cea mai mica suma se obtine cand cifrele zecilor sunt 0, 1, 3, adica:

5bc + 6ef + 9hi > 500 4 600 + 900 + 30 + 10 = 2040 > 2023.

In concluzie, a = 5, d = 6 si g = 8. Pentru ca numarul abc s fie cit mai mare trebuie ca si
celelalte dous cifre ale numarului si fie cAt mai mari, adicd 9 si 7. Pentru abe = 597 nu exista
aranjare convenabild pentru restul cifrelor astfel incat cifra unitatilor s& fie 3. Pentru abe = 579
un exemplu este 579 + 601 4 843 = 2023. Cea mai mare valoare posibila a numarului abc este

579}

Barem:
o Demonstreaza ca cifra care trebuie eliminata este 2. ... ... ... .. .. ... ..ol 2p
o Demonstreaza ca cea mai mare valoare pe care o poate lua cifra a este 5. ... ...... ... 1p
e Demonstreaza ca daca a =5, atuncid =06. ... ... . ... i 1p
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e Demonstreaza ca dacaa=5sid=06,atuncig=8. ... ... ... . ... .. 1p
o« Gaseste ci cel mai mare numar abc este 579. ... ..ot 1p
 Scrie un exemplu pentru numerele abe, def, ghi. ... ... .. 1p

O
Problema 2

Avem un tabel 8 x 8 cu 64 patratele.

a) Este posibil sa coloram patratelele in rosu si alb astfel incit oricare doua coloane
sa contina acelasi numar de patratele rosii si oricare doua linii sa contina un numar
diferit de patratele albe?

b) Este posibil sa coloram patratelele in rosu si alb astfel incit oricare doua coloane sa
contina acelasi numar de patratele rosii, fiecare linie sa contina cel putin un patratel
rosu si oricare doua linii sa contina un numar diferit de patratele albe?

Demonstratie.

a) Da, este posibil, o astfel de colorare este prezentata in tabelul de mai jos. Fiecare coloana
are 4 patratele rosii (si albe) in timp ce fiecare linie succesiva are 3, 2, 1, 0, 5, 6, 7si 8
patratele albe, toate fiind numere diferite.

b) Deoarece fiecare linie contine 8 patratele, ea poate contine de la 1 pana la 8 patrate
rosii, deci 8 posibilitati. Cum fiecare linie contine un numar diferit de patratele colo-
rate in rosu (echivalent cu a avea numar diferit de albe), atunci avem ca fiecare valoare
se atinge pentru o linie. Atunci numarul total de patratele rosii ar fi NV, = 1+24...48 = 36.

Din conditia ca oricare doua coloane sa contina acelasi numar de patratele rosii avem de
fapt ca fiecare coloana are acelasi numar de patratele rosii. Cum avem 8 coloane, Inseamna
ca numarul de patratele rosii este divizibil cu 8, adica 8 | N, care ar fi echivalent cu 8 | 36
din rezultatul anterior. Dar acest lucru este fals.

In concluzie, nu este posibil sa coloram cu aceste conditii.

Barem:
e a) Scrie un exemplu corect de colorare ... ........... .. i 3p
« b) Pe linii, calculeaza numarul total de patratele rosii N, =36. ... ................ ... 2p
o Pe coloane, afirma ca N, trebuie sa fie divizibil cu 8 si obtine contradictie. ... ....... 2p

]
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Problema 3

S4 se determine numarul prim p pentru care numarul A = (p* — 7)% + 33(p? — 7) + 630 are
suma cifrelor minima.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

Demonstratie. Deoarece pentru orice numar prim p avem A # 0, atunci suma cifrelor numarului
A nu poate fi 0.

o Daci p # 3 atunci p? este de forma 3k + 1 si avem:
pPP—T7:3=0p*-7)?%:9
33 (>~ 7)1 9
630 : 9

Deci A este multiplu de 9, prin urmare si suma cifrelor lui A este multiplu de 9 si deoarece
A # 0 valoarea minima a sumei cifrelor lui A este In acest caz 9.

e Dacip=3= A= (3>—-7)2+33(32-7) +630 =4+ 33 -2+ 630 = 4 + 66 + 630 = 700,
deci suma cifrelor lui A este 7 pentru p = 3.

Concluzie: Suma minima a cifrelor numarului A este 7 si se obtine pentru p = 3.

Barem:
o Observa ca A # 0 si scrie ca suma cifrelor numarului A nu poate i 0. ... ......... ... 1p
o Demonstreaza ca suma minima a cifrelor numarului A este 9 pentru cazul p #3. ... ... 4p
o Demonstreaza ca suma cifrelor numarului A este 7 pentru cazul p=3. ... ........ ... 1p
o Scrie concluzia. ... ... 1p
O
Problema 4

Pe o tabla este scris un numar natural nenul. Ana si Bogdan joaca un joc: se scade din
numarul scris pe tabla unul dintre divizorii lui si se Inlocuieste numarul de pe tabla cu
rezultatul scaderii.

De exemplu, daca pe tabla este scris initial numarul 40, atunci Ana il poate inlocui cu
40 — 8 = 32, apoi Bogdan il poate inlocui pe 32 cu 32 — 16 = 16, si asa mai departe.

Pierde jucatorul care este nevoit sa scrie pe tabla numarul 0. Cea care face prima miscare
este Ana. Care copil are strategie de castig si care este aceasta?

Demonstratie. Sa remarcam mai Intai ca, daca la un moment dat un copil gaseste scris pe tabla
numarul 1, atunci acesta pierde pentru ca singurul divizor al lui 1 este el nsusi si este nevoit sa
scrie pe tabla numarul 0.

o Daca numarul scris initial pe tabla este par, atunci Ana are strategie de castig: scade din
numarul de pe tabla 1 si scrie pe tabla un numar impar. Acesta are toti divizorii impari,
iar Bogdan poate sa scada doar un numar impar, lasand scris pe tabla un numar par sau
0. Daca a scris 0, atunci a pierdut Bogdan, altfel Ana isi continua strategia.
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o Daca numarul scris initial pe tabla este impar, atunci Bogdan este cel care are strategie
de castig pentru ca Ana poate sa scada doar un numar impar pentru ca toti divizorii unui
numar impar sunt impari si diferenta a doua numere impare este para. De aici Bogdan va
proceda ca la cazul anterior.

Barem:
o Prezinta strategia de castig pentru cazul par ... ... ... .. 2p
o Justifica de ce aceasta este o strategie corecta de castig ............... ... 2p
« Prezinta strategia de castig pentru cazul impar ... ... ... ... .o 2p
o Justifica de ce aceasta este o strategie corecta de castig ... .......... ... 1p
O
Problemele 1-4: ... . . 4 xTp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... .. Op
Lotal: .. 28p
Timp de lucru: ... 3 ore
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