v =abec

0 X

5= 2ab+2bc+2ac

>

¥

(3)=

Concursul de matematica Upper.School
Editia 2022-2023

Etapa I1I
Clasa a VlI-a

- Solutii -

Lioara Ivanovici


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school-2022-2023/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2022-2023 Etapa III

§1 Solutii

Problema 1

. . fa+ 13
a) Fie a € N*, a > 4. Demonstrati ca ( ) < 2.
a

b) Determinati toate tripletele de numere naturale nenule (a, b, ¢), a < b < ¢ pentru care

are loc relatia:
(e (1) (14 1) -2
a b c

Demonstratie.

a—+ 2 a—+1
<

a) Vom demonstra mai intai ca PR oricare ar fi a € N*. Intr-adevar, aducand la
a

numitor comun obtinem:

ala+2)  (a+1)?
ala+1) ala+1)

— d®+2a<a’+a+t+a+1l = 0<]1.

2 1 2\3 1\3
Dina+ <a+ — (a—i— ) <(a—i— ) de unde obtinem:
a+1 a a+1 a ’
1\?3 5\3
(CH— > <(4> < 2 pentru orice a > 4.
a

1 1 1 1
b) Dinagbgcrezultécél—l—gg1+—$il—|——§1—|——$iobtinem:
a c a

= () () (D < (00D (5

Conform punctului anterior trebuie sa avem a < 3. Mai de parte, rescriem ecuatia astfel:

(a+1)(b+1)(c+ 1) = 2abc.

e Dacd a =1, atunci (b+1)(c+1) =bc <= b+ c+1=0, ceea ce nu este posibil.

« Daca a =2, atunci 3(b+ 1)(c+ 1) = 4bc <= (b — 3)(c — 3) = 12. Deoarece b < ¢
avem de analizat doar trei posibilitati:

ob—3=1sic—3=12 cusolutia (a,b,c) = (2,4, 15);
ob—3=2sic—3=6 cusolutia (a,b,c) = (2,5,9);
ob—3=3sic—3=4, cusolutia (a,b,c) = (2,6,7).

« Daca a = 3, atunci 4(b+ 1)(c+ 1) = 6bc <= (b — 2)(c — 2) = 6. Deoarece b < ¢

avem de analizat doar doua posibilitati:

ob—2=1sic—2=6 cusolutia (a,b,¢c) =

ob—2=2sic—2=3cusolutia (a,b,c) =

,6,7)(3,3,8), (3,4,5)} .

Barem:

a+2 a+1
<

« a) Demonstreaza ca
a+1

,oricarear ia e N* . .. ... 1p

a+1
a

3 5 3
e Demonstreaza ca ( ) < <4> < 2pentruorice a >4. ... o 1p
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e b) Aplica punctul anterior si demonstreaza ca a < 3. ... . ...l 2p
o Analizeaza cazul a = 1 si afirma ca nu exista solutii. ... .......... .. ... ... ... .. ... 1p
« Analizeaza cazul a = 2 si gaseste toate solutiile. ... ... ... ... ... ... L 1p
« Analizeaza cazul a = 3 si gaseste toate solutiile. ... ... ... ... ... ... ... L 1p

O
Problema 2

In AABC ducem AD 1 BC,D € BC. Pe segmentul AD se considera punctele M si N
astfel incat AD + DM = AB si AD + DN = AC. Notam cu P intersectia dreptelor BM si
CN. Aratati ca m(£LBAC) =2-m(£LMPN).

Adrian Bud, Negresti Oas

Demonstratie. Notam cu M’ si N’ simetricele punctelor M respectiv N fata de punctul D.

N.

AM' = AD + DM’ = AD + DM = AB — NABM' este isoscel cu:

180° — m(£LBAM’) _180° — m(£BAD)
2 N 2

AN' = AD + DN' = AD + DN = AC = ANACN' este isoscel cu:

m(£LAM'B) = m(LABM') =

180° — m(ZCAN")  180° — m(ZCAD)

m(LAN'C) = m(LACN') = 5 5

B se gaseste pe mediatoarea segmentului M M’ = ABM M’ este isoscel cu

180° — m(Z/BAD)
2

m(LM'MB) =m(LMM'B) = m(LAM'B) =
Deoarece unghiurile ZPM N si ZM'M B sunt opuse la varf, obtinem:

180° — m(Z/BAD)
2

m(Z/PMN) =m(/M MB) =

C' se gaseste pe mediatoarea segmentului NN’ = ACN N’ este isoscel cu

180° — m(LCAD)
2

m(LN'NC) =m(LNN'C) = m(LAN'C) =
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In AMNP avem:
m(LMPN) =180° — m(LPNM) —m(£LPMN) =

180° — m(ZCAD)  180° — m(ZBAD)

= 180° — =
2 2
~ m(£LCAD) +m(£BAD) m(£BAC)
B 2 B 2
Deci m(£BAC) =2-m(£LMPN).
Barem:
o Demonstreaza ca AABM' este isoscel ... ... ... 1p
o Demonstreaza ca ABMM' este isoscel ... ... 1p
180° — m(£BAD
o Determina m(LPMN) = mQ( R Ip
o Demonstreaza ca AACN' este is0Scel ... ... i 1p
o Demonstreaza ca ACNN’ este 1S0SCel ... ..o 1p
180° — m(LCAD
o Determinda m(ZMNP) = m2( T 1p
o Finalizeaza demonstratia ... ... ... 1p
O
Problema 3

Se considera doua multimi de numere intregi A si B cu proprietatea ca a — b divide 4 pentru
orice a € A si b€ B. Sa se arate ca multimea A U B are cel mult 7 elemente.

Dinu Serbanescu, Bucuresti

Demonstratie. S& observam cd AN B = (), deoarece daca exista x € AN B, atunci 0 =z — x| 4,
fals. Fie ay < as < ... < a, elementele multimii A si by < by < ... < by, elementele multimii B,
n,m € N*. Din ipoteza deducem ca a; — b; € {—4,—2,—1,1,2,4} si deci a; — b; < 4, oricare
arfii=1,2,...,nsij=12....,m Cum AN B = () avem a; # b, si fie a; < b;. Atunci
0<b—a <by—a; <...<by—a sib—a € {1,2,4} de unde rezulta ca m < 3 si
b, < ap + 4. Analizam cazurile:

e b, = a +4. Cum a, — b, < 4 rezulta ca a, < b,, +4 < a1 + 8, deci AUB C
{ai,a1 +1,...,a; +8}. Daca a, = b, +4 = a; + 8 atunci m = 1 si by = a1 + 4, altfel
a, — by > a, — by, > 4, contradictie. Rezulta cd a3 +1 ¢ A sia; +7 ¢ A, deoarece
by — (a1 +1)=3t4sia;+7—0b =314 adicd AU B este inclusa intr-o multime cu 7
elemente. Cum AN B = (), concluzia rezultad. Daca a,, < b,, + 4, atunci a,, < b,, + 2 céci
A — by, # 3. Obtinem AU B C {ay,...,a; + 6} si cerinta este indeplinita ca in situatia
anterioara.

o by, # a;+4. Atunci b, < a;+2siapoia, < b, +4 < a;+6,deci AUB C {ay,...,a; + 6},
ceea ce incheie demonstratia. Un exemplu de multimi cu proprietatea din enunt este
A={-4,-2-1,1,2,4} si {0}.
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Solutie alternativa: Vom nota cu m = |A| si cu b = |B|. Fie A = {x1,20,..., 20}, 11 < 23 <
ety st B={y1,Y2, .-, Un}, Y1 < Yo < -+ < Y. Atunci

Tl = Yn <T1 = Yn-1 < ... 21 =1 < T2 — Y < < Ty — Y1.

Toate aceste diferente sunt in numar de m +n — 1 si fiecare dintre ele este divizor Intreg distinct
al lui 4, adica fac parte din multimea {£1,+2,+4} care are 6 elemente. Deci m +n — 1 <6,
adica m+n < 7.

Barem:
o Demonstreaza cd AN B =0 ... ..o 1p
o Demonstreaza ca m < 3 ... o 1p
e Analizeaza cazul b,, = a1 4 ... o 3p
o Analizeaza cazul b, 7 a1+ 4 .o o 2p
O
Problema 4

Demonstrati ca nu exista trei numere naturale nenule a, b, c cu proprietatea ca numerele
(a,b), (b,c), (c,a), (a,b) + (b,c), (b,c)+ (c,a), (¢,a) + (a,b) sunt toate patrate perfecte.

Andrei Bara

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca exista astfel de numere. Fie:
d=(a,b,c), de = (b,c), dy = (a,¢), dz = (a,b) cu (z,y) = (y,2) = (z,z) = 1.

Avem ci dz, dy, dz, d(x+y), d(y+z), d(z+z) sunt toate pitrate perfecte. Atunci, d®xy = dz-dy
este patrat perfect, si cum si d? este patrat perfect, rezultd ci xy este piatrat perfect. Dar
(z,y) = 1 = x,y sunt ambele patrate perfecte. Cum dz este patrat perfect, rezulta ca si d este
patrat perfect. Analog demonstram si ca z este patrat perfect.

Cum (z,y) = (y,2) = (z,2) = 1, rezulta ca printre numerele x,y, z poate exista cel mult
unul par (in caz contrar, daca ar fi doud, atunci cel mai mare divizor comun al lor ar fi un
multiplu de 2). Astfel, printre numerele z,y, z exista cel putin doua numere impare. Fara a
restrange generalitatea sa presupunem ca acestea sunt y si z. Atunci, intrucat y si z sunt patrate
perfecte impare, ele sunt de forma M, + 1 si obtinem ca y + z = My + 2. Rezulta ca (y + z) nu
poate fi patrat perfect. Dar, pe de alta parte, d(y + z) este patrat perfect, la fel ca si d, de unde
rezulta ca (y + z) este patrat perfect, contradictie. Asadar presupunerea ficuta este falsa si
atunci nu exista numere a, b, ¢ cu proprietatea din enunt.

Barem:
o Considera d = (a,b,c), dv = (b,¢), dy = (a,c), dz = (a,b) cu
(T, 1) = (Y, 2) = (2,8) = L oo o 1p
o Demonstreaza ca d, x, y si z sunt patrate perfecte. ... ... ... .. .. .. ... 3p
e Demonstreaza ca printre numerele z,y, 2z exista cel putin doua numere impare ... . ... 1p
e Demonstreaza ca y + z = M4 + 2 si afirma ca nu poate fi patrat perfect. ... ...... ... 1p
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« Demonstreaza ca y + z este patrat perfect si obtine contradictia. ... .............. ... 1p
O

Problemele 1-4: .. .. . . 4 xTp=28p
Puncte acordate din oficiu: ......... .. .. Op
Total: 28p
Timp de Tucru: ... 3 ore
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