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§1 Solutii

Problema 1

Ana si Bogdan joaca un joc pe o tabla patrata n x n (n linii si n coloane). Ana incepe jocul
si de fiecare data cand unui copil 1i vine randul sa joace acesta completeaza un patratel
gol cu un numar natural. La sfarsitul jocului castiga Bogdan daca pe fiecare linie suma
numerelor este divizibila cu 3, in caz contrar castiga Ana. Stabiliti cine are strategie de
castig si care este aceasta.

Demonstratie. Deoarece ne intereseaza sa vedem daca suma numerelor este divizibila cu 3,
putem lua in considerare doar resturile numerelor scrise de Ana si Bogdan la impartirea cu 3.
Astfel, cand ei completeaza un patratel gol, este echivalent cu a completa cu restul impartirii la
3 a numarului, deci 0, 1 sau 2.

» Daca n este par, Bogdan are o strategie de castig. Consideram ca n = 2k, k numar natural
nenul. Bogdan imparte fiecare linie in k piese de domino (cate 2 patratele alaturate in
pereche). Cand Ana completeaza un patratel, Bogdan completeaza perechea din piesa de
domino astfel incdt suma numerelor de pe piesa sa fie divizibila cu 3 (daca Ana scrie 0, 1
sau 2, Bogdan scrie 0, 2 respectiv 1). Astfel, suma tuturor numerelor de pe cele k piese de
domino in fiecare linie va fi divizibila cu 3, deci fiecare linie are suma divizibila cu 3.

o Daca n este impar, Ana are o strategie de castig. Luam n = 2k + 1, k natural. Ana
completeaza primul patratel de pe prima linie cu 1 si dupa aplica aceeasi strategie pe
care ar aplica-o Bogdan in cazul anterior pentru cele 2k patratele ramase de pe prima
linie. Daca Bogdan pune un numar pe una dintre celelalte linii, atunci Ana va pune si
ea la IntAmplare un numar pe una dintre celelalte linii. Cum numarul de patratele de pe
celelalte linii este par, Bogdan va fi primul care va fi fortat sa joace pe prima linie. Scopul
final al Anei este sa fie cel putin o linie cu suma nedivizibila cu 3, deci nu conteaza suma
de pe celelalte linii. In final, suma numerelor de pe prima linia este Ms -+ 1, si Ana castiga

jocul.
Barem:

o Prezinta strategia de castig pentru cazul par ... ... ... 2p

» Justifica de ce aceasta este o strategie corecta de castig ... ........ ... 1p

« Prezinta strategia de castig pentru cazul impar .......... ... ... L 2p

« Justifica de ce aceasta este o strategie corecta de castig ... ....... ... ... L. 2p
O

Problema 2

Fie numerele naturale a si b care verifica simultan relatiile |a—b| > 2, |[b—2| > a, |2—a| > b.
Ardtati cd numarul 2¢ — 2° sau 2°*° — 1 este divizibil cu 3.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti
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Demonstratie. Scriem forme echivalente ale relatiilor din enunt :
la—b>2 <= (a—b)?>4 <= 0>2—-a+b)(2+a—0)

b—2>a << (b—-22>d®> <= 0>(a—b+2)(a+b—2)
2—a|>b <= 2-a)?’>b <= 0>0b—-2+a)b+2—a)

Produsul a trei numere negative este negativ
0>(a—b+2)%*a+b—-2)72*b—-a+2)?> (1)
dar produsul a trei patrate este pozitiv
0<(a—b+2)*a+b—272*b—-a+2)?> (2
Din (1), si (2) obtinem:
0=(a—b+2)*(a+b—2)>%*b—a+2)
Analizam cazurile:
e Cazula—b0+2=0 = b=a+2 = 20 —20=2%—20F2 =94(] —4) = —-3.2%:3
e Cazula+b—2=0 = a+b=2 = 2" - 1=22-1=4-1=3:3

e Cazulb—a+2=0 => a=b+2 = 20— =212_20 —2b(4_1)=3.20:3

Barem:
o Scrie formele echivalente ale relatiilor din enunt. ... ....... ... .. .. .. .o 1p
o Obtine inegalitatea (1). ... ... Ip
o Obtine inegalitatea (2). ... ... Ip
e Obtineca0=(a—b+2)*(a+b—2)2(b—a+2)% .. i 1p
o Analizeaza cazul @ — b+ 2 = 0. ... . e 1p
o Analizeaza cazul a +b—2 = 0. ... . e 1p
o Analizeaza cazul b — a+2 = 0. ... . 1p
O
Problema 3

Fie ABCD un patrat, E, F' doua puncte, E € (AB) si C € (BF) astfel incat AE = C'F.
Consideram M € (AB), N € (CD) astfel incit AM = DN si notam {G} = MN N DF,
{H} = EGN AN, {I} = FE N AC.

a) Demonstrati ca are loc relatia DA - DG = AM - DE;

b) Aflati masura unghiului ZIHG.

Andrei Bara, Bucuresti
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Demonstratie.

a) Sa observam mai intai cda AADE = ACDF (1) in cazul CC, deci DF = DE si ZFDC =
LADE = m(ZLEDF) =90°. Asadar, triunghiul ADEF este un triunghi dreptunghic

isoscel.
3
G
DA IN_||C
45°
A MEB

Vom demonstra ca AADE ~ ANDG. Din (1) = ZADE = ZNDG si m(£DAFE) =
m(£LDNG) = 90° = AADFE ~ ANDG in cazul de asemanare UU. De aici obtinem
o DA DE

DN DG
Din ipoteza stim ca AM = DN, inlocuim in ultima egalitate si rezulta DA-DG = AM-DE.

<= DA-DG=DN - DE.

b) Punctul anterior este echivalent cu ADAN ~ ADEG — ZDAN = /DEG =
/DFEH = patrulaterul DAEH este inscriptibil = m(ZDHE) = 90°.
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In continuare vom demonstra ci DI 1 EF.

o Fie aplicam teorema lui Menelaus in AFEB cu transversala A — I — C, si obtinem
FI=1F.

o Fie consideram punctul 7" pe (BC) astfel incit BE = BT <= CT = AE. Cum
AE = CF = (T = CF. Pe de alta parte ET || AC pentru ca LACB = ZETB si
sunt unghiuri corespondente, iar (/C') devine linie mijlocie in AFET de unde (FI) = (IE).

Stim de la punctul anterior ca ADFEF este un triunghi dreptunghic isoscel. Prin ur-
mare, in triunghiul isoscel ADEF mediana DI este si inaltime, deci DI | FF <=
m(£DIE) =90°. Am demonstrat si cd m(ZDHE) = 90° de unde obtinem ca patrulaterul
DHIF este inscriptibil. De aici gasim m(ZDHI) = 180° — m(£DEI) = 135°. Se obtine
astfel ca m(ZIHG) = 360° — m(ZLIHD) — m(£LDHG) = 360° — 135° — 90° = 135°.
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Barem:

o a) Demonstreaza ca triunghiul ADEF este un triunghi dreptunghic isoscel. ... ... ... 1p

o Demonstreaza ca AADE ~ ANDG si obtine relatia din enunt. ... ............... ... 1p

e b) Demonstreaza ca m(ZDHE) = 90°. ... ... i 1p

o Demonstreaza ca m(ZDIE) = 90°. ... oo 1p

« Obtine ca patrulaterul DHIE este inscriptibil si m(ZDHI) =135°. ... ........... ... 2p

o Demonstreaza ca m(ZIHG) = 135° .. . 1p

O

Problema 4

Fie AABC cu m(£A) = 2m(4£B) +m(£C). Pe bisectoarea ZABC' se considera punctele E
si D 1n interiorul AABC' astfel incat BA = BD si CE = C'A. Aflati masurile unghiurilor
ANABC stiind ca AAED este isoscel.

Adrian Bud, Negresti Oas

Demonstratie. Notam m(£LABC) = x° si m(£LACB) = y°.

M

B C
m(£LBAC) = 2z° +y° = 180° = (22° +¢°) + 2° + y° = 32° + 2y°.

In triunghiul isoscel AABD avem:

180° — m(ZABD) _ . @

m(/BAD) = m(/BDA) = > 0

Pe prelungirea laturii BA se considera punctul M astfel incat CM = C'A. Atunci, unghiul
ZMAC este unghi exterior triunghiului AABC' si obtinem:

m(LMAC) = m(LABC) + m(LACB) = z° + ¢°.

In triunghiul isoscel ACAM avem:

m(LMAC) = m(LCMA) = z2° +y° = m(LMCA) =180° — 2(z° + y°) = 2°.
Astfel:
m(£LBCM) =m(£LBCA) +m(LACM) = x° + y°.
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In ABCM avem m(ZBCM) = m(LCMA) = 2° + y°, deci triunghiul ABCM este isoscel cu
BC = BM.

LUL

/MBE = /CBE y 2% ABEM = ABEC = [EM] = [EC].

BE| = |BE]
[BM] = [BC) }

Dar [EC| = [CA] = [CM], deci triunghiul AECM este echilateral.
m(LACE) = m(LMCE) —m(£LMCA) = 60° — z°.

In triunghiul isoscel ACAE avem:

180° — m(ZACE °
50 m2( C>:60°+9;.

Unghiul ZDEC' este exterior triunghiului AEBC' si obtinem:

m(LCAE) = m(£LCEA) =
m(ZDEC) = m(ZEBC) +m(ZECB) = &+ = (60° — 2°) =

_a®42y° — 120° 4+ 22°  180° — 120°
N 2 N 2

= 30°.
Calculam m(ZAED) astfel:

o o

m(ZAED) = m(LAEC) — m(ZDEC) = 60° + % ~30°=30° + %

In triunghiul AAED avem:

m(ZEAD) = 180° — (m(LAED) + m(Z/ADE)) =

x° x° x°
=180°—- (30°4+ — 4+90° — — ) =60° — —.
( Tt 1 ) 1

Deoarece triunghiul AAE D este isoscel avem de analizat urmatoarele 3 cazuri:

(o} o

o Cazul 1: m(£LDAE) =m(LADE) < 60° — % =90° — % Contradictie.

o o

e Cazul 2: m(LDEA) = m(ZADE) <= 30° + % —90° — % — 2° = 80° si y° < 0°.
Contradictie.

[e) o

e Cazul 3: m(Z/DAE) = m(/DEA) <= 60° — % =30° + % — 2° =40°, y° = 30° si
m(/BAC) = 110°

Barem:
o Determina m(LADE) = m(£LADB) = 90° — gi: .................................... Ip
o Demonstreaza ca triunghiul ABCM este isoscel cu BC' = BM. ... ............... ... 1p
o Demonstreaza ca ABEM = ABEC. ... . 1p
o Demonstreaza ca triunghiul AECM este echilateral. ... ............................. 1p
o Determina m(£LAED) = 30° + x—o .................................................. 1p

2
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o Demonstreaza ca pentru primele 2 cazuri nu exista solutii. ... .................... ... 1p

o Analizeaza cazul 3 si gaseste solutia 40°, 30° s1 110°%. ... ...t iinen o 1p
O]

Problemele 1-4: ... ... . . . . 4% Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ .. .. Op
Total: 28p
Timp de Tucru: ... 4 ore
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