
Concursul de matematică Upper.School
Edit, ia 2023-2024

Etapa I
Clasa a VI-a

- Solut, ii -
Lioara Ivanovici, Mihaela Berindeanu, Adrian

Bud, Bogdan Georgescu

https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/


Concursul de matematică Upper.School - Edit, ia 2023-2024 Etapa I

§1 Solut, ii

Problema 1
Suma numerelor naturale de forma 3xy care sunt divizibile cu 5, iar x = y + 2 este egală cu:

320a) 715b) 705c) 695d)

Demonstraţie. Din 3xy
... 5 obt, inem că y = 0 sau y = 5, iar din x = y + 2 =⇒ x = 2, respectiv

x = 7. Numerele care verifică condit, iile din ipoteză sunt 320 s, i 375, iar suma lor este egală cu
695 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 2

Pentru câte valori ale numărului natural ab fract, ia
ab0ab

3003 este număr natural?

30a) 31b) 29c) 34d)

Demonstraţie. ab0ab

3003 ∈ N ⇐⇒ 3003 | ab0ab ⇐⇒ 3 · 1001 | ab · 1001 ⇐⇒ 3 | ab ⇐⇒
ab ∈ {12, 15, 18, . . . , 99} = {3 · 4, 3 · 5, . . . , 3 · 33}. Numărul ab poate lua un număr de valori egal
cu 30 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 3
Cea mai mică valoare nenulă a numărului natural n pentru care numărul

A = 22023 · 72022 · 142021 · 172025 · n

este pătrat perfect este egală cu:

7a) 2 · 14 · 17b) 7 · 17c) 0d)

Demonstraţie. A = 22023 · 72022 · 142021 · 172025 · n = 22023 · 72022 · (2 · 7)2021 · 172025 · n =
= 24044 · 74043 · 172025 · n. Valoarea minimă a numărului n este egală cu 7 · 17 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 4
Valoarea naturală nenulă a numărului x pentru care mult, imile A = {3x, 6x + 2} s, i
B = {3x + 1, 3x + 2, 4x + 6} au un singur element comun este egală cu:

0a) 2b) 4c) 2023d)
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Demonstraţie. Din mult, imea A numărul 3x este mai mic strict decât oricare dintre numerele
din mult, imea B, as,adar acesta nu poate fi elementul comun. Pentru al doilea este evident că
6x + 2 > 3x + 1, as, a că analizăm celelalte două cazuri.

• 6x + 2 = 3x + 2 ⇐⇒ 6x = 3x ⇐⇒ x = 0, dar ni se cere valoarea nenulă, deci nu
convine ca solut, ie;

• 6x + 2 = 4x + 6 ⇐⇒ 2x = 4 ⇐⇒ x = 2.

Valoarea nenulă a numărului x pentru care cele două mult, imi au un element comun este x = 2 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 5
Pentru câte numere naturale de forma ab, numărul A = ab0+ a0b+ b0a+ ba0 este divizibil
cu 5?

19a) 30b) 17c) 18d)

Demonstraţie. Pentru ca numărul A = ab0+ a0b+ b0a+ ba0 să fie divizibil cu 5 trebuie ca
ultima cifră să fie 0 sau 5. Dar ultima cifră a numărului A este ultima cifră a sumei a + b în
care a s, i b sunt cifre nenule pentru că fiecare este prima cifră a unui număr natural. În plus,
a + b ≤ 18, deci valorile convenabile ale sumei a + b sunt 5, 10 s, i 15.

• a + b = 5 ⇐⇒ ab ∈ {14, 23, 32, 41};

• a + b = 10 ⇐⇒ ab ∈ {19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82, 91};

• a + b = 15 ⇐⇒ ab ∈ {69, 78, 87, 96}.

Numărul valorilor ale numărului natural ab pentru care numărul A este divizibil cu 5 este egal
cu 17 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 6
Diferent,a dintre măsura suplementului complementului unui unghi ascut, it s, i măsura acelui
unghi este egală cu:

0◦a) 90◦b) 45◦c) 180◦d)

Demonstraţie. Vom nota cu x◦ măsura unghiului. Complementul acestui unghi are măsura
90◦ − x◦, iar suplementul acestuia are măsura 180◦ − (90◦ − x◦) = 180◦ − 90◦ + x◦ = 90◦ + x◦.
Diferent,a dintre măsura suplementului complementului unghiului de măsură x◦ s, i măsura
unghiului este egală cu 90◦ .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 7
Cel mai mare divizor comun al numerelor a = 4 · 38 + 2 · 311 s, i b = 95 + 273 este egal cu:

2 · 38a) 38b) 22 · 39 · 29c) 22 · 38d)

Demonstraţie. a = 4 · 38 + 2 · 311 = 22 · 38 + 2 · 311 = 2 · 38 · (2 + 33) = 2 · 38 · 29.
b = 95 + 273 = (32)5 + (33)3 = 310 + 39 = 39 · (3 + 1) = 39 · 4 = 22 · 39. Cel mai mare divizor
comun al numerelor a s, i b este 2 · 38 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 8
În interiorul segmentului (AB) se consideră punctele C, D, E, F în această ordine, astfel
încât punctul C se află între punctele A s, i D. În plus, AC = 2 · CD, CD = 1

4 · DE,

DE = 2 · EF s, i FB = 1
4 · DE. Dintre următoarele afirmat, ii cea adevărată este:

(AC) ≡ (DE)a) E este mijlocul lui (DF )b)
AB = 10 · ACc) (AB) s, i (DE) au acelas, i mijlocd)

Demonstraţie. Este indicat s, i comod să notăm lungimile segmentelor cu litere. Vom nota
lungimea segmentului (CD) cu a.

Din AC = 2 ·CD =⇒ AC = 2 ·a. Din CD = 1
4 ·DE =⇒ DE = 4 ·CD ⇐⇒ DE = 4 ·a. Apoi,

DE = 2 · EF =⇒ 4 · a = 2 · EF ⇐⇒ EF = 2 · a. În cele din urmă, din FB = 1
4 · DE =⇒

FB = 1
4 · 4 · a ⇐⇒ FB = a. Afirmat, ia corectă este d) s, i vom demonstra acest lucru.

Fie M mijlocul lui (DE) =⇒ DM = ME = 2 · a. Pe de altă parte, AM = AC + CD + DM =
2 · a + a + 2 · a = 5 · a s, i MB = ME + EF + FB = 2 · a + 2 · a + a = 5 · a, ceea ce încheie
demonstrat, ia. Afirmat, ia adevărată este (AB) s, i (DE) au acelas, i mijloc .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 9
Dacă 22023 · x = (22024 − 1) :

(
1 + 1

2 + 1
22 + ... + 1

22023

)
, atunci valoarea lui x este egală cu:

2a) 22023b) 1c) 1
2d)

Demonstraţie. Pentru a calcula suma din paranteza mare vom aduce toate fract, iile la numitorul
comun 22023.

1 + 1
2 + 1

22 + ... + 1
22023 = 22023 + 22022 + . . . + 2 + 1

22023 = 22023 + 22022 + . . . + 2 + 2 − 1
22023 .

S, tim că 2n + 2n = 2n+1 s, i aplicând succesiv această egalitate obt, inem
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2 + 2 = 22

22 + 22 = 23

23 + 23 = 24

. . . . . . . . .

22023 + 22023 = 22024,

iar suma pe care o avem de calculat devine 1 + 1
2 + 1

22 + ... + 1
22023 = 22024 − 1

22023 . Vom înlocui

în ecuat, ia din enunt, s, i obt, inem 22023 · x = (22024 − 1) :
(

1 + 1
2 + 1

22 + ... + 1
22023

)
⇐⇒

⇐⇒ 22023 · x = (22024 − 1) : 22024 − 1
22023 ⇐⇒ 22023 · x = (22024 − 1) · 22023

22024 − 1 ⇐⇒ x = 1.

Valoarea numărului x este egală cu 1 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 10
Numărul natural n s, i numărul natural prim p verifică relat, ia p + n · (n + 1) · (n + 2) = 993.
Suma numerelor n s, i p este egală cu:

17a) 14b) 11c) 12d)

Demonstraţie. Produsul n · (n + 1) · (n + 2) este divizibil cu 3 pentru că dintre oricare 3 numere
consecutive unul este divizibil cu 3, numărul 993...3, deci s, i p

...3. Cum p este număr prim, rezultă
că p = 3 s, i n · (n + 1) · (n + 2) = 990, care se poate scrie în mod unic ca produsul a 3 numere
naturale consecutive astfel 9 · 10 · 11, deci n = 9 s, i suma numerelor n s, i p este egală cu 12 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 11
Pe masă sunt 15 cartonas,e. Pe fiecare cartonas, este scris numărul 5 sau 7. Dacă suma
numerelor de pe cartonas, e este divizibilă cu 17, aflat, i pe câte cartonas, e este scris numărul 5.

5a) 6b) 10c) 4d)

Demonstraţie. Notăm cu x numărul cartonas, elor pe care este scris numărul 5 s, i cu y numărul
cartonas,elor pe care este scris numărul 7. S, tim că numărul total de cartonas,e este 15, adică
x + y = 15 s, i suma numerelor de pe toate cele 15 cartonas,e este divizibilă cu 17, adică
5x + 7y

... 17 ⇐⇒ 5x + 5y + 2y = 5 (x + y) + 2y = 5 · 15 + 2y = 75 + 2y
... 17 ⇐⇒

17 · 4 + 7 + 2y
... 17 ⇐⇒ 7 + 2y

... 17. Cum y ≤ 15 s, i 7 + 2y este număr impar, obt, inem că
singura solut, ie este 7 + 2y = 17 ⇐⇒ y = 5 s, i x = 10. Numărul cartonas, elor pe care este scris
numărul 5 este egal cu 10 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 12
Numărul submult, imilor cu câte 2022 elemente ale mult, imii A = {n | n ∈ N, 1 ≤ n ≤ 2023}
este egal cu:

2022a) 2023b) 2021 · 2022
2c) 1011 · 2023d)

Demonstraţie. Mult, imea A are cardinalul 2023. A determina numărul submult, imilor de cardinal
2022 ale mult, imii A revine la a afla în câte moduri se poate elimina câte un element din aceasta,
evident în 2023 de moduri. Numărul submult, imilor cu câte 2022 elemente ale mult, imii A este
egal cu 2023 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 13
Aflat, i cea mai mare valoare a sumei a două numere naturale, s, tiind că unul dintre numere
are doi divizori, celălalt număr are trei divizori, iar suma celor cinci divizori este egală cu
85.

74a) 78b) 80c) 58d)

Demonstraţie. Numărul care are doi divizori este număr prim s, i îl vom nota cu p, iar cel care
are 3 divizori este pătratul unui număr prim s, i îl vom nota cu q2. Suma divizorilor celor două
numere este egală cu 85 este echivalentă cu 1 + p + 1 + q + q2 = 85 ⇐⇒ p + q + q2 = 83 ⇐⇒
p + q · (q + 1) = 83. Din ultima relat, ie obt, inem că q · (q + 1) < 83, de unde q ≤ 7, dat fiind că
numărul este prim. Analizăm cazurile:

• q = 2 =⇒ p = 77, care nu este număr prim;

• q = 3 =⇒ p = 71, care convine ca solut, ie;

• q = 5 =⇒ p = 53 s, i acesta convine ca solut, ie;

• q = 7 =⇒ p = 27, care nu este număr prim.

Am obt, inut două solut, ii. Numerele sunt 71 s, i 9 sau 53 s, i 25. Cea mai mare valoare a sumei lor
se obt, ine în primul caz s, i este egală cu 80 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 14
Se dau unghiurile neadiacente complementare ∠AOB s, i ∠BOC cu m(∠AOB) = 20◦.
Determinat, i măsura unghiului format de bisectoarele unghiurilor ∠AOB s, i ∠BOC.

45◦a) 30◦b) 25◦c) 15◦d)

Demonstraţie. m(∠AOB)+ m(∠BOC) = 90◦ ⇐⇒ m(∠BOC) = 90◦− m(∠AOB) ⇐⇒
m(∠BOC) = 70◦. Cum unghiurile ∠AOB s, i ∠BOC sunt neadiacente, iar m(∠AOB) <
m(∠BOC) =⇒ (OA ⊂ Int(∠BOC).

Solut, ii - Clasa a VI-a http:\\upper.school Pagina 6

https://app.upper.school/core/playback/collaboration/26253
https://app.upper.school/core/playback/collaboration/26253
https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/


Concursul de matematică Upper.School - Edit, ia 2023-2024 Etapa I

Fie (OX s, i (OY bisectoarele unghiurilor ∠AOB, respectiv ∠BOC. De aici obt, inem că m(∠BOX) =
m(∠AOB)

2 = 10◦ s, i m(∠BOY ) = m(∠BOC)
2 = 35◦. Unghiul determinat de cele două bisec-

toare este ∠XOY s, i m(∠XOY ) = m(∠BOY )− m(∠BOX) = 35◦ − 10◦ = 25◦ .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 15
Se consideră punctele coliniare A, B, C, D în această ordine. De aceeas, i parte a dreptei AB se
consideră punctele X, Y s, i Z, astfel încât CY ∥ BX s, i BZ ∥ CX. În plus, m(∠ZBA) = p2+2
s, i m(∠Y CD) = p3 + 2, unde p este număr prim, iar măsurile unghiurilor ∠ZBA s, i ∠Y CD
sunt tot numere prime. Măsura unghiului ∠BXC este egală cu:

11◦a) 140◦b) 29◦c) 174◦d)

Demonstraţie. Cum măsurile unghiurilor ∠ZBA s, i ∠Y CD sunt numere prime obt, inem că p nu
este egal cu 2, altfel cele două măsuri ar fi numere pare mai mari decât 2. Pentru a afla valoarea
lui p nu vom face nimic special, ci vom observa că p este suficient de mic pentru că 73 = 343 care
este mult prea mare, dat fiind că p3 + 2 este măsura unui unghi s, i nu poate fi mai mare decât
180◦. Mai rămân de verificat valorile 3 s, i 5. Pentru p = 5 obt, inem m(∠ZBA) = 52 + 2 = 27,
care este număr compus. As, adar p = 3, m(∠ZBA) = 11◦ s, i m(∠Y CD) = 29◦.

BX ∥ CY =⇒ ∠XBC ≡ ∠Y CD, fiind unghiuri corespondente =⇒ m(∠XBC) = 29◦.
Unghiul ∠ABC este un unghi alungit s, i m(∠ZBX) = 180◦− m(∠ABZ)− m(∠XBC) = 180◦ −
11◦ − 29◦ = 140◦. Dar ∠BXC ≡ ∠ZBX pentru că sunt alterne interne s, i m(∠BXC) = 140◦ .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 16
Se consideră unghiul ascut, it ∠AOB. În semiplanul determinat de dreapta AO, care nu
cont, ine punctul B construim OC ⊥ OA s, i OD ⊥ OB. Fie (OP bisectoarea unghiului
∠AOD. Dacă m(∠COP ) = m(∠AOB) + 18◦, atunci măsura unghiului ∠DOA este egală
cu:

27◦a) 54◦b) 46◦c) 36◦d)

Demonstraţie. Pentru a evita lucrul cu fract, iile vom nota m(∠AOB) = 2a.
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De aici rezultă că m(∠AOD) = m(∠BOD)− m(∠AOB) = 90◦−2a s, i m(∠COD) = m(∠AOC)−
m(∠AOD) = 90◦− (90◦ − 2a) = 2a. Cum (OP este bisectoarea unghiului ∠AOD =⇒

m(∠DOP ) = m(∠POA) = m(∠AOD)
2 = 90◦ − 2a

2 = 45◦−a. As, adar m(∠COP ) = m(∠COD)+
m(∠DOP ) = 2a + 45◦ − a = a + 45◦. S, tim că m(∠COP ) = m(∠AOB) + 18◦ ⇐⇒
a + 45◦ = 2a + 18◦ ⇐⇒ a = 27◦. În final, m(∠DOA) = 90◦ − 2a = 90◦ − 2 · 27◦ =
90◦ − 54◦ = 36◦ .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problemele 1-16: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 × 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20p
Total: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100p

Timp de lucru: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 ore
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