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§1 Solutii

Problema 1

Suma numerelor naturale de forma 3xy care sunt divizibile cu 5, iar = y 4 2 este egala cu:

a) 320 b) 715 c) 705 d) 695

Demonstratie. Din 3zy : 5 obtinem ca y = 0 sau y = 5, iar din . = y + 2 = x = 2, respectiv
x = 7. Numerele care verifica conditiile din ipoteza sunt 320 si 375, iar suma lor este egala cu

695 ]

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)| ... 5p
O
Problema 2
A . o . — . ab0ab .
Pentru cate valori ale numarului natural ab fractia 3003 este numar natural?
a) 30 b) 31 c) 29 d) 34
. ab0ab S — —
Demonstratie. 5003 € N <= 3003 | ab0ab <= 3-1001 | ab-1001 <= 3| ab <=

ab € {12,15,18,...,99} = {3-4,3-5,...,3-33}. Numarul ab poate lua un numair de valori egal
cu [30].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[a)| ..........co i 5p

Problema 3

Cea mai mica valoare nenula a numarului natural n pentru care numarul
A = 92023 52022 142021 172025

este patrat perfect este egala cu:

a) 7 b)2-14-17 c) 7-17 d) o
Demonstratie. A = 22023 . 72022 | 42021 172025y 92023 72022 (9. 7)202 72025
= 21044 74043 172025 .y Valoarea minima a numarului n este egald cu |7 - 17]
Raspuns corect (vezi solutia video aici):|c)| ... 5p
O
Problema 4
Valoarea naturala nenuld a numarului z pentru care multimile A = {3z, 6x + 2} si

B ={3z+1, 3z +2, 4r + 6} au un singur element comun este egala cu:

a) 0 b) 2 c) 4 d) 2023
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Demonstratie. Din multimea A numarul 3z este mai mic strict decat oricare dintre numerele
din multimea B, asadar acesta nu poate fi elementul comun. Pentru al doilea este evident ca
6z 4+ 2 > 3z + 1, asa ca analizam celelalte doua cazuri.

e b +2=3r+2 < 6xr =3r <= 1z = 0, dar ni se cere valoarea nenula, deci nu
convine ca solutie;

e O +2=4r+6 << 2 =4 <— x = 2.

Valoarea nenuld a numérului = pentru care cele doud multimi au un element comun este [z = 2|

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ........ ... .. 5p

Problema 5

Pentru cate numere naturale de forma ab, numarul A = ab0+ a0b+ b0a+ ba0 este divizibil
cu 5?

a) 19 b) 30 ¢) 17 d) 18

Demonstratie. Pentru ca numarul A = ab0+ a0b+ b0a+ ba0 s fie divizibil cu 5 trebuie ca
ultima cifra sa fie 0 sau 5. Dar ultima cifra a numarului A este ultima cifra a sumei a + b in
care a si b sunt cifre nenule pentru c# fiecare este prima cifrd a unui numér natural. In plus,
a + b < 18, deci valorile convenabile ale sumei a + b sunt 5, 10 si 15.

e at+b=5 < abe {14, 23, 32, 41};
e a+b=10 < abc {19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82, 91};
e at+b=15 < abe {69, 78, 87, 96}.

Numérul valorilor ale numéarului natural ab pentru care numirul A este divizibil cu 5 este egal

cu [17]

Raspuns corect (vezi solutia video aici):|c)| ...........oo i 5p

Problema 6

Diferenta dintre masura suplementului complementului unui unghi ascutit si masura acelui
unghi este egala cu:

a) 0° b) 90° c) 45° d) 180°

Demonstratie. Vom nota cu x° masura unghiului. Complementul acestui unghi are masura
90° — x°, iar suplementul acestuia are masura 180° — (90° — z°) = 180° — 90° 4 z° = 90° + z°.
Diferenta dintre masura suplementului complementului unghiului de masura z° si masura

unghiului este egala cu .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ........ ... .. 5p
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Problema 7

Cel mai mare divizor comun al numerelor a = 4 - 3% + 2 - 3! si b = 9° 4 273 este egal cu:

a) 238 b) 38 c) 22.3%.29 d) 22. 38

Demonstratie. a =4-3*+2-31=22.3%42.31 =2.3%. (2+3%) =2-.3%.29.
b=95427 = (32)° + (3%)> = 310 439 =3°. (3+1) = 394 = 22. 3%, Cel mai mare divizor

comun al numerelor a si b este .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [a)| ............ i 5p
]
Problema 8
In interiorul segmentului (AB) se considera punctele C, D, E, F in aceastd ordine, astfel
1

incat punctul C se afli intre punctele A si D. In plus, AC = 2-CD, CD = 1 DFE,

1
DE=2-EFsi FB = 1 DE. Dintre urmatoarele afirmatii cea adevarata este:

a) (AC) = (DE) b) E este mijlocul lui (DF)
c) AB=10-AC d) (AB) si (DFE) au acelasi mijloc

Demonstratie. Este indicat si comod sa notam lungimile segmentelor cu litere. Vom nota
lungimea segmentului (C'D) cu a.
2 a 4a 2a. _a
A c D E F B

Din AC=2-CD = AC =2-a. DinCD—iDE — DE=4.CD <= DFE =4-a. Apai,

DE=2-FF — 4-a=2-EFF — EFzQ-a.Tnceledinurmé,dinFB:i-DE —

1
FB=--4.a4 <= FB = a. Afirmatia corecta este d) si vom demonstra acest lucru.
Fie M mijlocul lui (DE) = DM = MFE = 2-a. Pe de alta parte, AM = AC+CD+ DM =
2-a+a+2-a=>5-asi MB=ME+FF+FB=2-a+2-a+a=25"-a, ceea ce Incheie
demonstratia. Afirmatia adevarata este | (AB) si (DE) au acelasi mijloc |.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)| ............... i 5p
[
Problema 9
1 1 1
Dacd 2202 . p = (22024 — 1) : (1 totogtet 22023> , atunci valoarea lui x este egald cu:
2023 1
a) 2 b) 2 c) 1 d) 5

Demonstratie. Pentru a calcula suma din paranteza mare vom aduce toate fractiile la numitorul

comun 22923
1 1 1 Q2023 4 92022 4 4 Q4] 220292224 494921
L+ ) + 22 ot 92023 92023 - 92023 :

Stim c& 2" + 2" = 2"+ si aplicAnd succesiv aceastd egalitate obtinem
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2+2=2°
2% 422 =23
2 +2° =2

2023 2023 __ 62024
92023 | 92023 _ 92024

1 1 1 22024
iar suma pe care o avem de calculat devine 1 + 3 + %) + ..+ 52038 —  a023 Vom inlocui
1
in ecuatia din enunt si obtinem 22923 .z = (2202 — 1) . <1 + 3 + 72 +..+ 22023) —
2023 2024 2292 — 1 2023 2024 22925
Valoarea numérului z este egald cu [1]
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [c)| ... 5p
]

Problema 10

Numarul natural n si numarul natural prim p verifica relatia p+n - (n+ 1) - (n + 2) = 993.
Suma numerelor n si p este egala cu:

a) 17 b) 14 ¢) 11 d) 12

Demonstratie. Produsul n-(n+ 1) - (n 4+ 2) este divizibil cu 3 pentru ca dintre oricare 3 numere

consecutive unul este divizibil cu 3, numarul 993:3, deci si p:3. Cum p este numar prim, rezulta
cap=3sin-(n+1)-(n+2)=990, care se poate scrie in mod unic ca produsul a 3 numere
naturale consecutive astfel 9-10 - 11, deci n = 9 si suma numerelor n si p este egala cu .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)| ............... 5p

Problema 11

Pe masa sunt 15 cartonase. Pe fiecare cartonas este scris numarul 5 sau 7. Daca suma
numerelor de pe cartonase este divizibila cu 17, aflati pe cate cartonase este scris numarul 5.

a) 5 b) 6 c) 10 d) 4

Demonstratie. Notam cu x numarul cartonaselor pe care este scris numarul 5 si cu y numarul
cartonaselor pe care este scris numarul 7. Stim ca numarul total de cartonase este 15, adica
x + y = 15 si suma numerelor de pe toate cele 15 cartonase este divizibila cu 17, adica
Sr+ Ty 1 17T <= b +by+2y =5(r+y)+2y =5-15+2y =75+2y: 17 <=

17 44+7T+2y:17 < 7+2y:17. Cum y < 15 si 7 + 2y este numar impar, obtinem ca
singura solutie este 7+ 2y = 17 <= y = 5 si x = 10. Numarul cartonaselor pe care este scris
numarul 5 este egal cu .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |c)| ............ i 5p
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Problema 12

Numarul submultimilor cu cate 2022 elemente ale multimii A = {n |n € N,1 <n < 2023}
este egal cu:

2021 - 2022

a) 2022 b) 2023 c) .

d) 1011 - 2023

Demonstratie. Multimea A are cardinalul 2023. A determina numarul submultimilor de cardinal
2022 ale multimii A revine la a afla In cate moduri se poate elimina cate un element din aceasta,
evident in 2023 de moduri. Numarul submultimilor cu cate 2022 elemente ale multimii A este

egal cu .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ........ ... .. 5p

Problema 13

Aflati cea mai mare valoare a sumei a doua numere naturale, stiind ca unul dintre numere
are doi divizori, celalalt numar are trei divizori, iar suma celor cinci divizori este egala cu

85.
a) 74 b) 78 c) 80 d) 58

Demonstratie. Numarul care are doi divizori este numar prim si il vom nota cu p, iar cel care
are 3 divizori este patratul unui numar prim si il vom nota cu ¢2. Suma divizorilor celor dous
numere este egald cu 85 este echivalenta cu 1 +p+1+q¢+¢> =85 <= p+q+¢®> =83 —
p+q-(qg+ 1) =83. Din ultima relatie obtinem ca ¢ - (¢ + 1) < 83, de unde ¢ < 7, dat fiind ca
numarul este prim. Analizam cazurile:

e ¢q=2 = p =177, care nu este numar prim;

q=3 = p="T1, care convine ca solutie;

q =95 = p = 53 si acesta convine ca solutie;
e ¢q=7 = p =27, care nu este numar prim.

Am obtinut doua solutii. Numerele sunt 71 si 9 sau 53 si 25. Cea mai mare valoare a sumei lor
se obtine in primul caz si este egali cu [80].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [c)| ... op

Problema 14

Se dau unghiurile neadiacente complementare ZAOB si ZBOC cu m(£LAOB) = 20°.
Determinati masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor ZAOB si ZBOC.

a) 45° b) 30° c) 25° d) 15°

Demonstratie. m(ZLAOB)+ m(£BOC) = 90° <= m(£LBOC) = 90°— m(£LAOB) <=
m(£BOC) = 70°. Cum unghiurile ZAOB si ZBOC sunt neadiacente, iar m(LAOB) <
m(£BOC) = (OA C Int(£BOC).
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Fie (OX si (OY bisectoarele unghiurilor ZAO B, respectiv ZBOC. De aici obtinem ca m(£BOX) =

ZAOB ZBOC
m(2) = 10° si m(£BOY) = m(2) = 35°. Unghiul determinat de cele doua bisec-
toare este ZXOY si m(£ZXOY) = m(£LBOY)— m(£BOX) = 35° — 10° = .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[c)| ... 5p
[

Problema 15

Se considera punctele coliniare A, B, C', D in aceasta ordine. De aceeasi parte a dreptei AB se
considers punctele X, Y si Z, astfel incat CY || BX si BZ || CX. In plus, m(/ZBA) = p*+2
si m(£LYCD) = p? + 2, unde p este numéar prim, iar masurile unghiurilor /ZBA si Z/YCD
sunt tot numere prime. Masura unghiului ZBXC este egala cu:

a) 11° b) 140° c) 29° d) 174°

Demonstratie. Cum masurile unghiurilor ZZBA si ZY C'D sunt numere prime obtinem ca p nu
este egal cu 2, altfel cele doua masuri ar fi numere pare mai mari decat 2. Pentru a afla valoarea
lui p nu vom face nimic special, ci vom observa ci p este suficient de mic pentru ca 73 = 343 care
este mult prea mare, dat fiind ci p + 2 este masura unui unghi si nu poate fi mai mare decat
180°. Mai rdméan de verificat valorile 3 si 5. Pentru p = 5 obtinem m(/ZBA) = 5% + 2 = 27,
care este numar compus. Asadar p = 3, m(£ZBA) = 11° si m(£YCD) = 29°.

z X Y

P2 p*+2

A B C D

BX | CY = ZXBC = ZYCD, fiind unghiuri corespondente =— m(ZLXBC) = 29°.
Unghiul ZABC este un unghi alungit si m(£ZBX) = 180°— m(LABZ)— m(£ZXBC) = 180° —
11° —29° = 140°. Dar Z/BXC = ZZBX pentru ca sunt alterne interne si | m(ZBXC) = 140°|.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ........ ... .. 5p

Problema 16

Se considera unghiul ascutit ZAOB. In semiplanul determinat de dreapta AO, care nu
contine punctul B construim OC 1 OA si OD 1 OB. Fie (OP bisectoarea unghiului
ZAOD. Daca m(£LCOP) = m(£LAOB) + 18°, atunci masura unghiului ZDOA este egala
cu:

a) 27° b) 54° c) 46° d) 36°

Demonstratie. Pentru a evita lucrul cu fractiile vom nota m(£ZAOB) = 2a.
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D
C
P
.
-’150—(%:.'
2a A
_45°—a
2a
O B

De aici rezulta ca m(£LAOD) = m(£ZBOD)— m(£LAOB) =90°—2a si m(£COD) = m(£LAOC)—

m(ZLAOD) = 90°— (90° — 2a) = 2a. Cum (OP este bisectoarea unghiului ZAOD —
LAOD 90° — 2

m(/DOP) = m(2P0A) = ™ ) _ ¢ _ 45°—q. Asadar m(LCOP) = m(£COD)+

m(£DOP) = 2a + 45° — a = a + 45°. Stim cd& m(£LCOP) = m(LAOB) + 18° <=
a+45° = 2a + 18° <= a = 27°. In final, m(£ZDOA) = 90° — 2a = 90° — 2 - 27° =

90° — 54° = [36°].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)| ..............oo i 5p

O
Problemele 1-16: ... .. 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p
Total: 100p
Timp de Tucru: ... 2 ore
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