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§1 Solutii

Problema 1
1 1 1
Rezultatul calculului 23 -/0,09 + 35 /0,04 — 5 /0, 36 este egal cu:

1 21 1
13 b) T c) — d) 13
10 10 100

5

1 1 1 7 9 7 4 1 36

Demonstratie. 2= - (N7 Y S S L
emonstratie 3 \/m+32 /0,04 c V0,36 3 100+ 5 TG 10

73 72 16 7 7 1 [13

3107210 610 1010 10 |10/
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [a)| ...........o i 5p

a)

Problema 2

Fie M, N, P, Q mijloacele laturilor (AB), (BC), (CD), respectiv (DA) ale unui paralelogram
ABCD. Daca M N PQ este romb, avand cel putin un unghi ascutit, atunci afirmatia corecta
este:

a) ABCD este patrat b) AC L BD
c) ABCD este dreptunghi d) ABCD este romb
e , L AC
Demonstratie. In triunghiul AADC segmentul (PQ) este linie mijlocie = PQ = 5 (1).
D P C
-
vl
A M B

BD
La fel in triunghiul ABCD, observam ca (PN) este linie mijlocie de unde PN = -5 (2). Din

(1) si (2) rezulta (AC) = (BD) = ABCD este dreptunghi. Cum M N P(Q are cel putin un
unghi ascutit si unghiul determinat de dreptele AC' si BD este egal cu unghiul determinat de
dreptele PQ si PN (sunt unghiuri cu laturile respectiv paralele) rezulta ca diagonalele (AC) si
(BD) nu sunt perpendiculare, deci afirmatiile a), b) si d) nu sunt adevarate, singura corecta
este | ABC'D este dreptunghi ‘

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |c)| .............. i 5p

Problema 3

Se considera numerele a = 2v/3 — 4, b = 5 — /12 si ¢ = /48. Care dintre urmatoarele
numere este irational?

a) a+b b) —a+b+c c)a—>b d) 2a—c

Demonstratie. Dupd ce scoatem factorii de sub radical numerele se rescriu a = 2v/3 — 4,
b=5—2v3sic=4y3. Obtinem:

Solutii - Clasa a VII-a http:\ \upper.school Pagina 2


https://app.upper.school/core/playback/collaboration/26256
https://app.upper.school/core/playback/collaboration/26256
https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2023-2024 Etapa I

cat+b=2/3-4+5-2/3=1€Q
e —a+tbtec=-2V3+4+5-2V/3+4/3=9€Q
ca—b=2/3-4-5+2/3=4/3-9eR-Q
e 2a—c=4V3-8—-4V/3=-8¢€0Q.
Singurul dintre cele 4 numere care este irational este .

Raspuns corect (vezi solutia video aici):|[c)| ... 5p
O
Problema 4
Rezultatul caleulului |/o + — + = + .. + == (1+1+1+ +1) fe numa
ezultatul calculului /= + —+ — + ... + =— — — 4+ -+ ...+ —— ) este numar:
7T 14 21 784 2 3 112
a) irational b) rational negativ  c¢) intreg negativ d) natural

Demonstratie.

+9+10+ +119 <1+1+1+ + 1)—
714 21 77 784 2 3 7112/

) (D (e Ly
V\7 14 2 784 112)

112
= |-+...c=—=—=V16=4
7 7 7
112 termeni
care este numar .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)|................. 5p

Problema 5
Fie z, y € R, astfel incat V22 = x si v/ = —y. Rezultatul calculului (z — |z])™ + (y + |y|
este egal cu:

a) 0 b) 10 ¢) 100 d) 2023

)10

Demonstratie. Stim ca v/a = |a|. Cum V22 =2 = z > 0si|z| =2z. Din V2 = —y =
y < 0si |yl = —y. De aici obtinem ci (z —[2)""+ (y + [y)* = (z = 2)° + (y — )" = [0]

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |a)| ................ i 5p
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Problema 6

Numarul natural Ty este cel mai mare numar de doua cifre pentru care numarul

ab+ bc +ca
at+b+c

)-(:cy+1)

este patrat perfect. Suma cifrelor numarului 7y este egala cu:

a) 1 b) 18 c) 17 d) 7

ab+bc+ca 1la + 11b + 11
Demonstratie. N = (a—l—c—{—ca) (T +1) = ( @+ +1le

(Tg+1)=11-(zyg + 1
Tibhic ihic ) Ty + 1) @y +1),
care este patrat perfect daca si numai daca 7y + 1 € {11, 44, 99} <= 7y € {10, 43, 98}.
Cea mai mare valoare a lui Ty este 98, iar suma cifrelor este egala cu .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[c)| ... 5p

Problema 7

Vom nota cu O punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului ABC'D si cu E, F),
G mijloacele segmentelor (OA), (OB), respectiv (OC). Daca EF + FG = 24 cm, atunci
perimetrul paralelogramului ABC'D este egal cu:

a) 96 cm b) 48 cm c) 54 cm d) 192 cm

AB
Demonstratie. Segmentul (EF) este linie mijlocie in triunghiul AOAB — EF = — <=

AB = 2-EF. Analog rezulta ca BC' = 2- FG. Astfel, Papcp = 2(AB+ BC) =4 (EF + FG) =

96 cm

D C

NEX%
[N

A B
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[a)| ... 5p

Problema 8

Daca n este un numar natural de patru cifre si 1/31/2v/n € N, atunci suma cifrelor numarului

n este egala cu:

a) 9 b) 18 c) 27 d) 36

Demonstratie. \/3\/2y/n = a € N <= 3\/2y/n = a* < 3*-2-n =ad
31.22.n=0a% = n=23".20.k® = 5184 - k®. Cum n este numér natural de 4 cifre obtinem
k =1 sin = 5184, care are suma cifrelor egala cu 5+ 1+ 8 +4 = .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ........ ... .. 5p
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Problema 9

a+3 5 | 2b4+c 7 oo
—— = — i = —. Daca, In
5a+b 11 = b+2c 5 ’
plus, a + b+ 3 - ¢ = 36, atunci valoarea produsului a - b - ¢ este egala cu:

Se considera numerele rationale a, b si ¢, astfel incat

a) 486 b) 243 c) 18 d) 36
. a+3b 5 )
Demonstratie. St h =7 <= 1la+33b=25a+5b <= 28b=14a <= 2b=a (1). Din
a
2b 7
a doua proportie obtinem 2 _:—20 =z > 10b+5c=Tb+14c <= 3b=9c <= b= 3c
c
b
(2). Din relatiile (1) si (2) obtinem a = 2b = 6¢ <= a_2_ ¢ <= a=6¢sib=3c. Ultima

relatie din ipoteza devine a +b+3c =36 <= 6c+3c+3c =36 <= c=3. De aicia = 18 si
b=9,deunde a-b-c=[486].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |a)| ............ ... 5p

Problema 10

Se considers paralelogramul ABCD cu m(ZBAD) < 60°. In exteriorul paralelogramului
construim triunghiurile echilaterale AABE si AADF. Masura unghiului Z/F EC este egala
cu:

a) 120° b) 80° c) 45° d) 60°

Demonstratie. m(ZLFAD)+ m(£LDAB)+ m(£BAE) = 60°+ m(£LDAB)+60° = 120°+m(£BAD)
(1) si cum m(£BAD) < 60° = ZFAEFE este unghiul care are in interior semidreptele (AD
si (AB. In mod similar se demonstreazi ca m(ZEBA)+ m(LABC) > 180°, deci ZEBC este
unghiul care nu contine in interior semidreptele (BA si (BD, adica semidreapta (EC este in
exteriorul unghiului ZAEB.

m(£LEBC) = 360° — m(£LEBA)— m(£LABC) = 360° — 60° — (180° — m(£BAD)) = 120° +
m(£BAD). (2) Din (1) si (2) obtinem ci /FAE = ZCBE. In plus, (FA) = (BC) si (AE) =
(BE) ceea ce duce la concluzia c&a AFAE = ACBE = /AEF = /BEC. In cele din urma,
m(LFEC) = m(LAEB)— m(LAEF)+ m(LBEC) =[60°].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)| ............coo i 5p
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Problema 11

Valoarea absoluta a numarului a = |3" — 5| — |7 — 3"|, n € N este egala cu:

a) —2 b) 2 c) 0 d) 12

Demonstratie. Daca 3" <5, atuncia =5—3"—(7—3")=5—-3"—-7+3" = —2. Daca 3" > 7,
atuncia =3"—5—(3"—-7)=3"—-5—-3"47=2. De la 5 la 7 nu mai exista nicio putere a
numarului 3, asa incat valorile posibile ale numarului a sunt —2 sau 2 si valoarea absoluta a
numarului a este egala cu

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ........ ... .. 5p

Problema 12
Determinati suma numerelor a,b € QQ care sunt solutii ale ecuatiei

[2v3 = 3v2|a + b(2v2 - 3V3) = (a + b)V2 + V192

a) 0 b) 4 c) —2 d) 2

Demonstratie. Deoarece ‘2\/5 — 3\/5‘ = ’\/1_ — \/E‘ =18 =112 =3V2— 2\/§, ecuatia este
echivalenta cu (3\/§ — 2\/§)a + 202 —3b/3 = (a+ b)\/§ +8v3 < 3av2 — 2a/3 + 202 —
30V3 = av/2 + bv2 + 83 <= (2a + b)v/2 = (8 + 2a + 3b)v/3. Deoarece a si b sunt rationale

3
iar —= este irational deducem 2a +b=8+2a+3b =0 <= a =2, b = —4. Suma numerelor

V2
a si b este egala cu .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |c)| ... 5p

Problema 13
Fie triunghiul AABC. Pe latura (BC') se considera punctele M si N astfel incat BM =

B
= NC = 30 Daca punctul P este mijlocul laturii (AC) si BP N AM = {Q}, atunci

valoarea raportului este egala cu:

AM

a) b) c) d) 4

W =
[GLRN )
>~ =

BC
Demonstratie. Din BM = NC = ——, obtinem BM = M N = NC. Atunci, N este mijlocul
lui MC si cum P este mijlocul lui (AC), obtinem ca (NP) este linie mijlocie in triunghiul
AM
ANAMC, deci PN || AM si PN = 5 din Teorema liniei mijlocii. Cum M este mijlocul lui

BN si QM || PN, obtinem din Reciproca teoremei liniei mijlocii ca (M Q) este linie mijlocie in

NP AM M 1
triunghiul ABN P, deci MQ = - =i de unde A]\C/i =11l
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A

B

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |c)| .. ... 5p

Problema 14

Numérul perechilor de numere intregi (a, b) care sunt solutii ale ecuatiei a® —a = 2025-b+8
este egal cu:

a) 0 b) 2 c) 3 d) 6

Demonstratie. Numarul a® — a este produs de trei numere intregi consecutive pentru ca a® —a =

a-(a*—=1)=a-(a—1)-(a+1) si unul dintre aceste numere este divizibil cu 3, deci produsul
lor este divizibil cu 3. Pe de alta parte numarul 2025 este divizibil cu 3 pentru ca suma cifrelor
lui este divizibila cu 3, iar 8 este un numar de forma M3z + 2. Prin urmare, membrul stang al
ecuatiei este divizibil cu 3, iar membrul drept da restul 2 la impartirea prin 3. Asadar, numarul
perechilor de numere intregi (a,b) care sunt solutii ale ecuatiei este @

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |a)| ... 5p

Problema 15

Fie paralelogramul ABCD cu 3- DB = 2- DA, m(ZADB) = 60° si AC = 12¢/7 cm.
Lungimea laturii (AB) este egala cu:

a) 6v/7 cm b) 12¢/7 cm ¢) 4y/7 cm d) 3v/7 cm.

Demonstratie. Pentru ca BD = 3 AD, este natural sa prelungim semidreapta (DB astfel

BD
incat sa devina egala cu (AD). Fie E € (DB, astfel incit BE = —~ Triunghiul AADE este
echilateral pentru ca (AD) = (DE) si m(£LADE) = 60°.

v
A

E

Notam cu {O} = ACNBD = (BO) = (DO). Pentru ca (AE) = (AD), (EB) = (DO)

si ZAEB = ZADO = AAEB = AADO in cazul LUL = (AB) = (A0) =

AB:AZC:125/7: 677 cm |,

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |a)| ... 5p
[l
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Problema 16
In AABC ascutitunghic, AA; este mediana, A; € (BC) si m(ZA;AB) = 30°. Fie D € (AB)
astfel incat CD = AA;. Masura unghiului format de dreptele C'D si AB este egala cu:

a) 60° b) 75° c) 90° d) 120°

AA
Demonstratie. Construim A4F 1 AB, E € (AB) — AF = Tl’ conform teoremei
unghiului de 30° aplicata in triunghiul AAA E.

Vom demonstra ca triunghiul ABCD este dreptunghic in D folosind o reciproca a teoremei
liniei mijlocii.

4 - N\
Lema

In triunghiul AABC, dacd M este mijlocul lui (AB), N este un punct in interiorul

BC
segmentului (AC), astfel incit MN 1 AC si MN = = atunci (M N) este linie mijlocie

in AABC si AC L BC.
. J

Demonstratie. Aplicam metoda reducerii la absurd. Presupunem ca AC' nu este perpendiculara
pe BC sifie BC' L AC, C" € AC.

Atunci BC" L AC, MN 1 AC = MN || BC'. Pe de alta parte M este mijlocul lui
(AB) si conform reciprocei 2 a teoremei liniei mijlocii obtinem ca (M N) este linie mijlocie

BC’ BC
in AABC' = MN = . Dar si MN = - = BC'" = BC, adica in triunghiul

dreptunghic BC'C' ipotenuza este egala cu o cateta, contradictie, presupunerea facuta este falsa

si BC' L AC. -

Revenim la demonstratia problemei. In triunghiul ABCD punctul A; este mijlocul laturii

CD
(BC), A4E 1L BD si A F = 5 de unde, conform lemei demonstrata, obtinem ca CD L AB,

deci unghiul determinat de dreptele C'D si AB are masura de .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |c)| ............ .o 5p

O
Problemele 1-16: ... . . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... ... .. 20p
Total: 100p
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Timp de lucru: ... 2 ore
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