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§1 Solutii

Problema 1

Suma numerelor reale m si n pentru care este adevarata propozitia [m,n| N [m, 5] = [—1, 3]
este egala cu:

a) 2 b) 4 c) 8 d) 0

Demonstratie. Intersectia este formata din toate elementele comune multimilor pe care le

intersectam si cum 3 < 5 = n = 3, iar m = —1 si suma lor este egala cu .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |a)| ... 5p
O
Problema 2

Rezultatul calculului <\/€ — 2)2 -2 <\/6 — 2) (2 + \/6> + (2 + \/5>2 este egal cu:

a) 6 b) 2v/6 c) 16 d) 4

Demonstratie. Daca se observa ca expresia pe care trebuie sa o calculam este patratul unei
. Y] 2 . . o v . A
diferente, adici a® — 2ab + b* = (a — b)~, rezolvarea este imediata si toatd expresia se restrange

in (VB—2-2-6) = (~4)2 =[16]

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |c)| .......... .. .. 5p
[l
Problema 3
3
Multi loril le ale lui t la —=———— este:
ultimea. valorilor reale ale lui z pentru care are sens expresia ———- este
11 11 3 11
ke b) (= il (e ==
2) 3’+°°> )(3’+OO) °) (11’+°o> )< OO’S)

Demonstratie. Expresia are sens atata vreme cat sunt definite radicalul si fractia,

3
v3r — 11

adica 3r — 11 >0 < 3z > 11 < z > 3 Expresia are sens pentru valorile reale ale lui x

11
din intervalul (3, —i—oo) .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ...........c i 5p

Problema 4
Cea mai mica valoare a numarului real m pentru care numarul x = 4 — V3 este solutie a

ecuatiei m —x = este egala cu:

m—+x

a) —2++/3 b) —2v/3 + 2 c) —2—+/3 d) —2—2v3
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-3
m+x
x = 4—+/3 este solutie a ecuatiei, obtinem m?—(4—+/3)? = =3 <= m? = 16—8y/3+3-3 +—

2 2
m? =16—8v3 «= m? = (2\/3) —92.9/3.2422 = m? = (2\/3—2) e m=2/3-2

Demonstratie. m — x =

(m—2z)(m+1x) =—-3 < m?—2? = —3. Deoarece

sau m = —2v/3 4+ 2. Cea mai mici valoare a numéarului real m este egald cu | —2v/3 + 2|,
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| .............. 5p
O
Problema 5
y 11 . . e VP
Daca a,be R*, a+b=2024 si —+ y = 2024, atunci valoarea expresiei 2 + - +2
a a

este egala cu:

a) 2024 b) 20242 c) 20242 — 1 d) 20242 — 2

1 1 b
Demonstratie. — + by 2024 <— aj; = 2024 <= ab = 1. Pe de altd parte a® + b* =
a . a
(a + b)? — 2ab = 2024% — 2. In final obtinem

a b a b\ la b |a®+P?
il 4= (=24+2) =24+ = = 12024 — 2
Erae=(is) =i+ -

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)| ............... 5p

Problema 6

Se considerd numerele a = /22024 — 21013 4 91014 4 | &j p = /22024 4 21013 _ 21014 4 7
Valoarea expresiei a — b este egala cu:

a) 2 b) 3 ¢) 4 d) 5

Demonstratie.

. a4— \/22024 —2M013(] —2) 1= \/(21012)2 401013 4 | — \/(21012)2 +9.901012 4 | —
= /(21012 4 1)2 = 21012 4 |

o« bh— \/(21012)2 +21013(1 —2) 41 = \/(21012)2 —2.21012 4 | — /(21012 _ 1)2 = 91012 _

Atunci, @ — b =212 +1 2102 4 | —

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |a)| ............ ... 5p
O
Problema 7
1 1
Dacd x € R* si # — — = 3, atunci expresia z? + — are valoarea egala cu:
B0 9x2
11 2 29
— b) = 9 d) —
2) = ) < 0 =
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Demonstratie. Ridicam la patrat egalitatea din ipoteza si obtinem z — 3137 =3 & 22— 3 +
L:9 — x2+iz9—|—2 = x2+i: 29
922 922 3 922 3
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |d)|............. ... 5p
[l
Problema 8
Fie numerele naturale nenule z si y pentru care ; — ; =0, (3). Numarul perechilor (z,y)

care sunt solutii ale ecuatiei este egal cu:

a) 4 b) 2 c) 3 d) o

Demonstratie. Ecuatia este echivalenta cu y—2x = % sau ry+6x—3y = 0 sau (3—z)(y+6) = 18.

CumyeN = y+3>0,decisi3—x > 0. Deoarece x este un numar natural nenul obtinem
z € {1,2}.

e rx=1 = y+6=9 <= y=3;
e =2 — y+6=18 <= y=12.

In concluzie, (z,y) € {(1,3), (2,12)}. Numarul perechilor (z,%) care sunt solutii ale ecuatiei
este egal cu [2].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ............. 5p

Problema 9
Daca a,b € R, a+b < 4siab+4 > 2a+ 2b, atunci afirmatia adevarata este:

a)a<2 b<2; b)a<2 b>2; c)a>2,b<2; d)a>2 b>2.

Demonstratie. ab+4 > 2a+2b <= bla—2) —2(a—2) >0 < (a—2)(b—2) > 0, adica
cei doi factori ai produsului au acelasi semn. Daca a > 2 si b > 2, atunci a + b > 4, contradictie

cu ipoteza, deci varianta corecta este |a < 2, b < 2|

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |a)| ... 5p

Problema 10

Lungimile laturilor triunghiului AABC se noteaza cu BC' = a, CA=0bsi AB = c¢. Stim ca
acestea verifica inegalitatea

\/&2—4a+13+\/b2—2b\/§+19—|—\/02—20+26§ 12.

Masura unghiului ZBAC' este egala cu:

a) 90° b) 60° c) 45° d) 30°
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Demonstratie. Formam o suma de patrate sub fiecare radical

\/a2—4a+13+\/62—2\/§b+19+\/02—20+2 =
J@—22+9+(b—V3)2+16+/(c—1)2+25 >

>3+4+5=12

Insa, din ipoteza stim ca a2 — 4a + 13 + \/b2 —2/3b+ 19 + v/c2 — 2c + 26 < 12, asadar are

loc cazul de egalitate care se intAmpla pentru a = 2, b = /3 si ¢ = 1. Cum b% + ¢? = a2, conform
reciprocei teoremei lui Pitagora, rezulta ca triunghiul AABC' este dreptunghic in A si masura

unghiului ZBAC este egala cu .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [a)| ... 5p

Problema 11
Numarul perechilor de numere naturale (z,y) care sunt solutii ale ecuatiei

oy +xy? +3zy —4dr —4dy —12=0
este egal cu:

a) 0 b) 4 c) 1 d) 3

Demonstratie. Perechea de numere reale (z,y) este solutie a ecuatiei 2%y + xy* + 3xy — 4z —
dy—12=0 <= aoy(r+y+3)—4(z+y+3) =0 < (r+y+3)(zy—4) =0 <=
x+y+ 3 =0 sau zy = 4. Prima ecuatie nu are solutii in multimea numerelor naturale, iar din
a doua obtinem (z,y) € {(1,4), (2,2), (4,1)}, deci numarul perechilor (z,y) care sunt solutii
ale ecuatiei este egal cu .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [d)| ............coi i 5p

Problema 12

Se considera patratul ABCD cu latura AB = 4 cm si M un punct exterior patratului
astfel incdt AM DC' sa fie un triunghi dreptunghic isoscel cu m(£ZDMC') = 90°. Daca
BDNAM = {X}, atunci lungimea segmentului (X D) este egala cu:

a) 1 cm b) 2v/2 cm ¢) v2 cm d) — cm

Demonstratie. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic isoscel ADMC si
obtinem DM? + CM? = DC? <= 2-DM? =16 <= DM = 2/2.
Notam AC N BD = {O}. AC este diagonala patratului cu latura de 4 cm = AC = 4/2

AC
si AO = -5 = 2v/2, adicid AO = DM. Dar m(£ M DC) = m(ZACD) = 45° si sunt unghiuri

DM || AO

alterne interne — DM || AC. Asadar, din DM = AO

} — DMOA paralelogram

DO DB 42

:>XD:2_4 4:\/§cm.
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M
D C
@)
A B
Raspuns corect (vezi solutia video aici):|c)| ... 5p

Problema 13
In trapezul ABCD, AB || CD, AB =27 cm si CD = 11 cm. Pe laturile (AD), respectiv

DE
BC' se considera punctele E, respectiv F, astfel incat EFF || AB. Daca 9E = 3, atunci

lungimea segmentului EF' este egala cu:

a) 23 cm b) 32 cm c) 54 cm d) 22 cm

Demonstratie. Notam AC N EF = {X}.

D 11em C
Yz \
A 27 cm B
Din FX || DC (conform TFA) = AAEX ~ AADC. Obtinem:
EX AE 1 11
Tot din EX || DC (conform teoremei lui Thales) obtinem:
DE CX CxX 3 CX 3

FA XA S XA 1A 71
Din XF' || AB (conform TFA) = ACXF ~ ACAB. Obtinem:

XF CX 3 — XF 27-3 81
_— — = — = — = — CIn.
AB CA 4 4 4
R 11 81 92
In final EF = EX + XF < EF:ZJFZ:Z:.
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[a)| ....... ... 5p

Problema 14

In piramida triunghiulara regulata VABC, cu varful in V, se noteaza cu O centrul de
greutate al bazei si cu G centrul de greutate al triunghiului AV BC'. Daca M este mijlocul
laturii (BC'), atunci raportul ariilor triunghiurilor AMOG si AM AV este egal cu:

b)§ c)§ d)8—1

W =

a)
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MG 1 .
Demonstratie. G este centrul de greutate in AVBC — UV 3 In acelasi mod obtinem
MO 1 . MG MO Anoc
a — = -, deci —— = —+ GO || AV AMOG ~ AMAV =
Az dgr —oq — Ol = — A
B (MO)2 1
S \MA) |9
Raspuns corect (vezi solutia video aici):|c)| ...........ooo i 5p
O

Problema 15

ABCDA'B'C'D’ este un paralelipiped dreptunghic. M € BB’ astfel incat BB' = 3 - BM,
iar N € D'B’ astfel incat D'B’ =4 - D'N. Notam DN N BD' = {Q} si DM N BD' = {P}.

P
Atunci raportul ZCDQ’B este egal cu:

13 7 11 17

Demonstratie. Cum BB' || DD’ si BB’ = DD’ = BDD'B’ este paralelogram.
D' C'

Toata problema se restrange in paralelogramul BDD'B’, adica problema este de geometrie
plana.

D'Q DN DQ 1 D'Q
« D'B'"| DB = AQND ~ AQDB = = > = - =
| © @ QB DB QB 4 D'B
1 1
= — <= D/Q:—'D/B (1)
) )
BP BM BP 1 BP
« BB || DD’ APMB ~ APDD’ = = - =
1 | DD = 1 ~— PD DD~ PD 3 DB
=1 = BP:ZD’B (2).
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1 1 11

Din relatiile (1) si (2) obtinem QP = BD'— BP — D'(Q) = BD' — i BD' — = BD' = %0 BD'.
11

Valoarea raportului DB este egala cu 20!

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |c)| ............... 5p

Problema 16

Consideram o piramida patrulatera regulata SM N PQ de varf S, avand toate muchiile de
lungime 1. O furnica porneste din S, se deplaseaza pe fata SM N, atinge muchia [M N|
intr-un punct A, iar apoi se deplaseaza pe baza M N P() pana ajunge in punctul F, mijlocul
muchiei [N P]. Stiind ca drumul parcurs de furnica din S pdna in F este drumul de lungime
minima, lungimea segmentului (N A) este egala cu:

V3-1 V3-1 1
2 b) =2 9

d) Bl

a)

B |

Demonstratie. Facem desfasurarea fetelor M N PQ) si SM N. Drumul minim se realizeaza cand
S, A, F' sunt coliniare.

S K
30°
M " N
1L A\
= F
a p

Fie K piciorul perpendicularei din S pe NP. MN 1. NP, SK L NP — MN || SK =

m(LNSK) = m(£LSNM) = 60° ca unghiuri alterne interne si m(£ZSNK) = 30°. Conform

SN
teoremei unghiului de 30° aplicata in ASNK obtinem SK = < =3 si aplicand teorema lui

3+1

\/_;— . Cum NA | SK =
NA FN 1

SK FK 3+1

3 .
Pitagora avem NK = \g_ In continuare KF' = KN + NF' =

AFNA ~ AFKS (teorema fundamentala a asemanarii), de unde

NA - 1 B V3-1 V3 -1
2(V3+1) 2 (V3-1)(V3+1) 4 |

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |b)| ............... 5p
O

Problemele 1-16: ... ... 16 x 5p = 80p

Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p

otal: ... 100p

Timp de Tucru: ... 2 ore
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