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§1 Solutii

Problema 1

Intr-un sir de 15 numere naturale consecutive, termenul din mijloc este 2024. Aflati suma
dintre cel mai mic si cel mai mare termen al sirului.

Demonstratie. In fata numiarului 2024 se afli (15 — 1) : 2 = 7 numere, dupa 2024 se mai
gasesc Inca 7 numere. Numarul mai mic este 2024 — 7 = 2017, iar numarul mai mare este

2024 + 7 = 2031. Suma acestor doua numere este 2017 4+ 2031 = |4048 |.
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [4048| ... .. ... i 5p

Problema 2
Se considera numarul a = 22024 — 22018 _ 92017 (Care este valoarea numarului determinat de
ultimele patru cifre ale numarului a?

Demonstratie. a = 2202 — 22018 _ 92017 — 92017 . (97 _ 9 1) = 22017 . 125 = 22014 .23 . 53 =
22014.1000. Ultimele trei cifre sunt egale cu 0, iar a patra cifra in ordine inversa este 4 pentru
ca ultima cifrd a puterilor lui 2 se repeta din 4 in 4, iar U (22°1%) = Y (24503+2) = |/ (2%) = 4.
Numérul format din ultimele patru cifre ale numérului a este [4000|.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [4000] ... 5p

Problema 3

Ana, Bianca si Cristina au fiecare cate 617 lei. Dupa ce fiecare dintre cele 3 fete a cheltuit o
parte din bani, au observat ca sumele care le-au ramas sunt 3 numere consecutive, Ana are
cel mai putin si Cristina cel mai mult, iar toate 3 au acum la un loc tot atatia bani cat a
cheltuit Cristina. Ce suma de bani a cheltuit Ana?

Demonstratie. Vom nota cu a suma de bani cu care a rimas Ana. Inseamni ca Bianca are
a + 1 lei si Cristina are a 4 2 lei. Cele 3 fete au impreuna a +a+1+a+2 =3-a+ 3 lei
Cristina are acum a + 2 lei, Inseamna ca a cheltuit 617 — (a + 2) lei. Din egalitatea celor doua
sume obtinem 3 -a + 3 = 617 — (a + 2). Adunam a + 2 in ambii membri ai egalitatii si obtinem
a+2+3-a+3=a+2+4+617T—(a+2) < 4-a+5 =617 <= 4-a =612 <=
a=612:4 <= a = 153. Acest numar reprezinta banii pe care 1i mai are Ana si suma pe care
a cheltuit-o Ana este 617 — 153 = [464

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [464] ........ .. ... .. 5p

Problema 4
Determinati numarul natural abc pentru care existd numarul natural n, astfel incat si aiba
loc egalitatea

3+324+33+ ... 43"+ abec = 2024.
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Demonstratie. Vom calcula suma primelor puteri ale lui 3 pana cand aceasta depaseste numarul
2024. Acest lucru nu este dificil de ficut atita vreme cat stim ci 35 = 9-.9.9 = 729 si
37> 700-3 = 2100 > 2024. Pe de altd parte, 3+ 3%+ 3%+ 3" +3° = 3+ 9+ 27+ 81 + 243 = 363,
adicd aceastd suma este prea micd pentru ci 3+32+33+3*+3%+abc < 363+999 = 1362 < 2024.
Singurul numar natural n pentru care existd un numar de trei cifre abe care sa fie solutie a
ecuatiei din ipoteza este n = 6. Ecuatia devine astfel 3+ 32433 +3* + 3%+ 35 4 abc = 2024 <=

1092 + abc = 2024 <= |abc = 932|.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [932] ........ .. ... 5p

Problema 5

Fie sirul de numere 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 22,.... Aflati care este termenul
de pe pozitia 100 din acest sir.

Demonstratie. Numerele din sir se pot grupa cate trei, dupa cum se poate vedea in tabelul de
mali jos.

10=4-24+2|11=4-243|12=4-2+4
14=4-3+2|15=4-3+3|16=4-3+4
18=4-44+2119=4-443|20=4-4+4

Pe fiecare coloana numerele dau acelasi rest la impartirea prin 4, numerele de pe ultima coloana
dau restul 0. Pe fiecare linie sunt 3 numere, deci primele 100 de numere ocupa 33 de linii
complete si al 100—lea termen din sir este primul numar de pe linia 34. Numerele de pe prima
coloana dau restul 2 la impartirea prin 4. Numarul de pe linia 1 da catul 2 la impartirea prin
4, numarul de pe linia 2 da catul 3 la impartirea prin 4, numarul de pe linia 3 da catul 4 la

impartirea prin 4, ..., numarul de pe linia 34 da catul 35 la impartirea prin 4 (catul este cu 1
mai mare fatd de numarul liniei). Al 100—lea numar din sir este 4-35+2 = 140 + 2 = | 142].
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [142] ... ... ... i 5p
O
Problema 6

Suma a doua numere naturale nenule este de 7 ori diferenta lor. Daca produsul lor este de
36 de ori diferenta, aflati valoarea produsului acestor doua numere.

Demonstratie. Fie a si b cele doua numere cu a > b. Atunci avem:
e a+b="7(a—Db)
e a-b=236(a—Db)

Din prima relatie obtinem a +b=7-a—-7-b <= 6-a=8-b <= 3-a=4"0.

Inmultim a doua egalitate cu 3 si obtinem 36 - (3-a —3-b) = 3-a-b si vom inlocui 3 - a cu
4 - b. Obtinem astfel 36 - (4-b—3-b) =4-b-b <= 36-b=4-b-b. Pentru ca b este nenul
impartim relatia prin b si aceasta se transforma in 36 =4-b <= b =9 si a = 12. Produsul
celor doua numere este a-b=12-9 =108 |.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [108] ......... ... ... ... i 5p
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Problema 7

Un autobuz pleaca de la capatul liniei cu toate scaunele pentru calatori ocupate si fara
calatori In picioare. La prima statie coboara 6 persoane si urca 4, la a doua statie coboara
jumatate din numarul de calatori si urca 6 persoane iar la ultima statie, coboara 8 persoane
si urca 6, autobuzul ajungand la destinatia finala cu un numar de 25 de calatori. Cati
calatori erau in autobuz cand acesta a plecat de la capatul liniei?

Demonstratie. Vom folosi metoda mersului invers.

o Cum la statia finala au ajuns 25 de calatori, Tnseamna ca la plecarea din a treia statie
erau 25 de calatori.

o In a treia statie au coborat 8 si au urcat 6, deci numarul lor s-a micsorat cu 2 fata de cati
erau la intrare In a treia statie. Prin urmare, la intrarea in a treia statie erau 25 + 2 = 27
de calatori.

o La plecarea din a doua statie erau 27 de calatori, aici au urcat 6, adica Inainte de a urca
cele 6 persoane in autobuz erau 27 — 6 = 21 de persoane. Tot aici au coborat jumatate
din numarul celor care au intrat in statia a doua. Pentru ca au ramas 21, Inseamna ca la
intrare In a doua statie erau 21 - 2 = 42 de calatori.

o In prima statie au coborat 6 si au urcat 4, deci numarul lor s-a micsorat cu 2 fata de cati
erau la intrare in prima statie. Prin urmare, la intrarea in prima statie erau 42 + 2 = 44
de calatori.

Numarul calatorilor care au plecat de la capatul liniei este .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): 44| ... ... ... i i 5p

Problema 8
0

Calculdm suma a cinci numere naturale consecutive in care cel mai mic dintre ele este a'°,
unde a este numar natural impar. Care este ultima cifra a sumei calculata?

Demonstratie. Suma calculata este a'® +a'® +1+a'® +2+a'® +3+a'% +4 =5-a'" + 10.
Cum @ este numar impar, rezultd ci si a' este numéar impar, deci 5 - a!® are ultima cifra 5. Prin
urmare, ultima cifri a sumei este 54 0 =[5,

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[5] ... op

Problema 9

Tabelul cu numere, de mai jos, se repeta la infinit dupa o anumita regula. Pe ce rand se
afla numarul 10307
2 3

4 5 6
8 9 10 11
16 17 18 19 20
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Demonstratie. Observam ca:

« Randurile incep cu 2, 22, 23 etc. Deci la inceputul fiecarui rand este puterea lui 2 la
exponentul pe care il indicd numarul randului. De exemplu, randul 9 incepe cu 2° = 512,
randul 10 incepe cu 210 = 512 x 2 = 1024.

o Randul 1 are pe orizontala doua numere consecutive in ordine crescatoare, randul 2 are
pe orizontala 3 numere consecutive in ordine crescatoare, deci randul 10 are pe orizontala
11 numere consecutive in ordine crescatoare: 1024, 1025, 1026, 1027, 1028, 1029, 1030,
1031, 1032, 1033, 1034

Numarul 1030 este pe randul .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [10] ........ .. .. ... L. 5p

Problema 10

Intr-o pauza, Ana si Costel s-au jucat scriind pe tabla un sir de numere. Costel a scris cifra
1, Ana a scris doua cifre de 2, apoi Costel a scris 3 cifre de 3, Ana a mai scris 4 de 4 si tot
asa. Cand a intrat profesorul in clasa, pe tabla era scris numarul

N = 122333444455555 ...  1515...1515
—_———

de 15 ori numarul 15

Cate cifre are numarul N7

Demonstratie. Pe primele pozitii, mai precis, de la 1 pana la ultimul 9 inclusiv, sirul contine
numere formate dintr-o singura cifra. De la 10 pana la ultimul 15 inclusiv, numerele sunt de
doua cifre.

o Numarul de cifre care s-au scris pe tabla cu ajutorul numerelor de o cifra este 1 +2 + 3 +
44+54+64+7T+8+9=45.

o Numarul de cifre care s-au scris pe tabla cu ajutorul numerelor de doua cifre este
2-(10+ 11412413+ 14+ 15) =2 - 75 = 150.

Numarul total al cifrelor numarului N este 45 + 150 =|195
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [195] ... ... .. ... ... 5p

Problema 11

Dacé a, b, ¢ € N si 2% 4+ 2° + 2¢ = 4% atunci valoarea sumei a + b + ¢ este egala cu:

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea problemei vom alege ca a < b < c.

e daca a < b, atunci vom da factor comun pe 2° si ecuatia devine 2%- (1 + 2b=e 4 20_“) = 250

unde b — a # 0 si ¢ — a # 0. Factorul din paranteza este impar, deci ecuatia nu are solutie
in acest caz;

Y

o dacd a = b < ¢, ecuatia se rescrie 2°T1 4 2¢ = 250« 201 (1 4 20%17¢) = 250 Dacy
a + 1 # ¢, atunci factorul din paranteza este impar si nu avem solutii, prin urmare este
necesar ca ¢ = a + 1 si ecuatia se rescrie astfel 2071 4 20+l = 250« 20+2 — 250
a+2=50 <= a=48.
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o dacd a = b = ¢, atunci ecuatia se rescrie 2% 4 2% 4 2¢ = 250 = 3.2¢ = 20 evident fira
solutie.

Solutia unica a ecuatiei este a = 48, b = 48 si ¢ = 49, iar suma lor este egala cu a + b+ c =

A8 + 48 +49 =[145]

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |145] .......... ... i 5p

Problema 12
Daca a, b, ¢ sunt numere naturale care verifica relatia

4. (22“ 2 37 +%) = 1171 — 243 - 2°,

atunci valoarea produsului a - b este egala cu:

Demonstratie. Cum 4 - (224 - 3% 4 bb) este numar par obtinem ca si 1171 — 243 - 2¢ este numar
par. Dar 1171 este numar impar, deci 2¢ este numar impar, lucru care se intampla daca si numai
daca ¢ = 0. Ecuatia se rescrie 4 - (22“ . 39 +%) = 1171 — 243 <= 4- (22“ 3%+ %) = 928.
Dupa simplificarea cu 4 rezultd 4% - 3% + bb = 232 = 12% + bb = 232. Cum 12¢ < 232, rezulta
a <2 In acelasi timp bb <99 = 12% > 232 — 99 = 133, de unde obtinem valoarea unica
pentru a = 2. Inlocuim in ecuatie si obtinem 144 + bb = 232 <= bb = 88, deci b = 8, iar
produsul numerelor a si b este a-b=2-8 = [16]

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [16] .......... .. ... L. 5p

Problema 13

Stiind ca aq, as, ... , asges sunt numere naturale, aflati restul impartirii la 5 a numarului

n = 9(a1+a2)(a2+a3)---(a2024+a2025)(a2025+a1) -1

Demonstratie. Pentru ca (a; + ag) + (ag + as) + ... + (@024 + a2025) + (a2025 + 1) = 2+ (a1 + as +
... + agpe5) este un numar par obtinem ca cel putin unul dintre numerele a; + as, as + as, ...,
a9025 + a1 este numar par, altfel prima suma ar fi o suma de 2025 numere impare si ar fi numar
impar. Ultima cifra pentru puterile lui 9 este 1 pentru exponent par si 9 pentru exponent impar,
deci U (9(a1+a2)(a2+a3)~--(02024+a2025)(a2025+“1) — 1) =1—1=0, adica numarul n este divizibil cu 5,

deci restul impartirii la 5 este [0].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): @ ......................................... 5p

Problema 14

Pe masa sunt 6 cartonase pe care sunt scrise numerele 1, 9, 12, 13, 17, 49. Ana Impreuna cu
Heidi ridica 5 cartonase, asa ca pe masa ramane un singur cartonas. Daca suma numerelor
alese de Ana este de 5 ori mai mare decat suma numerelor alese de Heidi, numarul scris pe
cartonasul ramas pe masa este egal cu:
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Demonstratie. Suma numerelor de pe cele 6 cartonase este 1 +9 + 12 4+ 13 + 17 + 49 = 101.
Suma numerelor de pe cartonasele extrase de Ana si Heidi este un numar care se Imparte exact
la 6 si cum 101 = 6 x 16 + 5 obtinem ca numarul de pe cartonasul ramas pe masa da restul 5 la
impartirea cu 6, iar dintre cele 6 numere singurul care verifica acest lucru este 17. Raméane sa
mai verificam daca este posibil ca suma numerelor de pe cartonasele extrase de Ana sa fie de 5
ori mai mare decat cea a numerelor extrase de Heidi. Ana a extras numerele 9, 12, 49, cu suma
70, Heidi numerele 1 si 13 cu suma 14, iar 70 = 5 x 14, asadar numarul de pe cartonasul ramas
pe masi este | 17].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[17] ... ... .. oo i 5p

Problema 15

Fiecare numar natural nenul poate fi exprimat ca suma de puteri distincte ale lui 2. De
exemplu, numarul 131 poate fi scris ca 27 4 2! + 2. Aflati cAte numere naturale de trei cifre
se pot scrie ca suma de exact 9 puteri distincte ale lui 2.

Demonstratie. Suma primelor zece puteri este 2° + 28 4 ... + 2° = 1023. Ca si fie sumé de noud
puteri, trebuie sa omitem exact una din ele. Pe langa asta, termenul omis trebuie sa fie suficient
de mare astfel incat suma sa fie cel mult 999, adica 2% > 24, fapt care ar implica x > 5. Atunci
x € {5,6, 7,8, 9}. Numerele de trei cifre care se pot scrie ca suma de exact 9 puteri distincte
ale lui 2 sunt

20 42t 422 423 4 244 96 4 97 4 98 4 99

20 42t 422 423 4 21 4 95 4 97 4 98 4 99

20 42t 422 4 23 4 214 95 4 964 98 4 99

20 42t 422 4 23 4 214 25 4 96 4 9T 4 99

20421 422 4 2% - 20 - 2° - 20 - 27 4 28,
In concluzie, avem |5 | solutii.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [5] ... ... ... . i 5p

Problema 16

Pentru cate numere naturale de 4 cifre abed expresia a - b+ ¢ - d este numar par?

Demonstratie. Vom folosi metoda numararii cazurilor complementare, adica vom numara pentru
cate dintre numerele de 4 cifre expresia a - b+ ¢ - d este impara. Acest lucru se intampla cand
unul dintre termeni este par si celalalt este impar. Vom nota cu 0 o cifra a numarului daca
aceasta este para si cu 1, daca este impara. Astfel, numerele pe care le cautam sunt de forma
0011, 0111, 011, T100, 1101 si 1110. In primele doud cazuri prima cifrd nu poate fi 0, deci ia 4
valori, iar restul cifrelor pot lua cate 5 valori, deci in fiecare dintre primele doua cazuri sunt
4-5-5-5 = 500 numere. Pentru restul cazurilor nu mai avem restrictie pentru prima cifra pentru
ci este impara, deci sunt cate 5-5-5 -5 = 625 numere. In total sunt 2 - 500 + 4 - 625 = 3500
numere pentru care expresia este numar impar. Pentru a raspunde la cerinta problemei le vom
scadea pe acestea din totalul numerelor naturale de 4 cifre si obtinem 9000 — 3500 = .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [5500] ... op
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Problemele 1-16: . ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de Tucru: ... 3 ore
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