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§1 Solutii

Problema 1
1 1 1 1
Daca a; = 1+I’ ay = 1—|—§, as = 1+§, e, Qo024 = 1+m, atunci produsul a;-as-...-asg4
are valoarea egala cu:
1 3 1 4 1 2025
D tratie. =14+-=2 =14+-== =1+-==,... =14+ —=——.
emonstraie. ap =1+ =2 m=1+5=5.a=1+g=g. e =1+ 500 =500

3 4 2024 2025
— CL1'CLQ'CLg'...'(1,202422‘5'5'... 2023 M = a1 Qg - Q3 - ... Aogog = | 2025 |.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [2025] ... 5p

Problema 2

Se considera multimile A = {5n+2|n €N} si B = {4m+ 3| m € N}. Aflati cel mai
mic numar de 3 cifre din multimea AN B.

Demonstratie. Fie x un element comun celor doua multimi.

T =5n+2 4dr = 20n + 8
r=4m + 3 S5r = 20m + 15

Prin scaderea celor doua relatii obtinem x = 20 (m — n) 4+ 7, deci & = My + 7. Cel mai mic
numar de 3 cifre care da restul 7 la impartirea prin 20 este 20 - 5 4 7 = [ 107].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [107] ........ ... i, 5p

Problema 3

Tatal Dariei i-a promis ca in urmatoarea vacanta vor merge la Disneyland si isi vor petrece
acolo tot concediul de care beneficiaza pentru ultimii doi ani de munca. Stiind ca pentru
9 luni de munca, tatal Dariei are dreptul la 12 zile de concediu, aflati cate zile va petrece
Daria la Disneyland.

Demonstratie. Daca pentru 9 luni de munca are dreptul la 12 zile de concediu, atunci pentru 3
luni de munca are dreptul la 12 : 3 = 4 zile de concediu. Aplicam regula de trei simpla

3luni ..ol 4 zile de concediu

24 de luni ......... x zile de concediu

Numarul de zile de concediu de care beneficiaza tatal Dariei dupa doi ani de munca este
_24-4

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [32] ........ .. 5p
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Problema 4

Ana, Barbu, Corina si Dan au participat la un turneu de ping-pong. Fiecare jucator a
concurat Impotriva fiecaruia dintre ceilalti trei jucatori exact de doua ori. Pentru o victorie
se acorda 1 punct, iar pentru o infrangere se acorda 0 puncte. Mai jos sunt prezentate
scorurile pe care le-au inregistrat trei dintre concurenti:

e Ana: 111011
e Barbu: 001010
e Corina: 010100

In exemplul de mai sus, Ana a castigat primele trei meciuri, 1-a pierdut pe al patrulea si
apoi le-a castigat pe urmatoarele 2. Daca turneul se joaca in runde si in fiecare runda joaca
toti cei 4 copii, care este scorul pe care l-a obtinut Dan?

Observatie: Scorul lui Dan este o secventa de 6 cifre, fiecare cifra fiind 0 sau 1.

Demonstratie. In fiecare runda exista doi castigitori si doi pierzatori. De exemplu, la primul
meci Barbu si Corina au pierdut, deci Ana si Dan au castigat, deci prima cifra din scorul lui Dan
este 1. Repetand acest rationament obtinem ca scorul pe care l-a obtinut Dan este | 100101 |.

Observatie: In enuntul problemei din timpul concursului a lipsit precizarea ca in fiecare rundad
joaca toti cei 4 copii. Din acest motiv aceasta problema a fost anulata si s-a acordat punctaj
mazim fiecarui participant.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [100101] ....... ..., 5p

Problema 5

Consideram segmentul (AB) de lungime 1 m. Luam punctele C;, Cs, ..., Cyy pe (AB),
colorate cu rosu, astfel incat acestea il Tmpart in 25 de segmente egale, fiecare de 4 cm
lungime. Luam punctele Dy, Ds, ..., D1g pe (AB) colorate cu albastru, astfel incit acestea
impart (AB) in 20 de segmente egale, fiecare de 5 cm lungime. Precizati cite segmente de
lungime 1 cm au o extremitate colorata in rosu si cealalta extremitate colorata in albastru.

Demonstratie. Segmente unitate se obtin cand avem 2 numere consecutive, unul multiplu de
4 si celalalt multiplu de 5. Multiplul de 5 trebuie sa fie impar, iar predecesorul sau succesorul
sau sigur este multiplu de 4. Gasim perechile (4,5), (15,16), (24, 25), (35, 36), (44, 45), (55, 56),
(64, 65), (75,76), (84,85), (95,96). In total 10 perechi, deci vom avea segmente unitate.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [10] ..............co i 5p
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Problema 6
Fie n un numar natural pentru care doua dintre afirmatiile urmatoare sunt false si trei sunt

adevarate.

A) 2n > 70;

B) n < 100;

-
| \/

)
)
C) 3n > 25;
) n
) n

=

Care este valoarea lui n?

Demonstratie.

o Daca afirmatia A este adevarata, atunci n > 35 si atunci si afirmatiile C, D, E sunt
adevarate, deci sunt 4 afirmatii adevarate si una falsa, ceea ce contrazice ipoteza. Prin
urmare, afirmatia A este falsa.

o Daca afirmatia D este adevarata, atunci si C' si F sunt adevarate, deci cele false sunt A si
B. Insa obtinem o contradictie pentru ca negarea lui A este n < 35, iar negarea lui B este
n > 100, lucru care nu este posibil. Asadar si afirmatia D este falsa.

In consecinta, afirmatiile corecte sunt B, C' si E. Din C stim ca n > 8, iar din negarea lui D,
care este falsd, avem n < 10, singurul numér care verifici toate conditiile este [9].

Rispuns corect (vezi solutia video aici): [9]........................................ 5p

Problema 7

Despre numarul natural A = 2% - 5% stim ¢4 este divizibil cu 10 si ci este cel mai mic pentru
care numarul 10 - A are cu 10 divizori mai multi decat A. Care este valoarea numarului A?

Demonstratie. Cum A | 10 obtinem c& a si b sunt nenule. Divizorii numarului 10- A = 2¢+1. 50+
care nu sunt divizori si ai numarului A, sunt 20+, 20+1 .5 20+l .52 ekl 5btl i 5h+L
5o+l bl 92 50+l 94 adica numarul A are in plus b+ 2 + a + 1 divizori, deci a + b = 7.
Numarul A este minim cdnd exponentul lui 2 este maxim si exponentul lui 5 minim, deci a = 6
sib=1. Obt;inemA:26-5:.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [320] .......... ... .. 5p

Problema 8

Avem zece numere naturale, nu neaparat diferite. Facem sume de cite noua numere. Noua
dintre sume au valorile 82, 83, 84, 85, 87, 89, 90, 91 si 92. Stiind ca a zecea suma are
exact aceeasi valoare cu una din sumele de mai sus, gasiti suma celor zece numere.
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Demonstratie. Observam faptul ca 82 + 83 + 84 4+ 85 + 87 4+ 89 + 90 + 91 4 92 = 783, care
este divizibil cu 9. Daca am aduna toate cele zece sume, rezultatul nostru s-ar divide cu 9 din
faptul ca fiecare numar original apare de 9 ori in aceasta adunare. Astfel, a zecea suma este
si ea multiplu de 9 si singura valoare posibila ar fi 90. Astfel, prin adunarea sumelor obtinem
783 + 90 = 873 si suma celor zece numere initiale ar fi 873 : 9 = [97]

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |97] ....... .. ... 5p

Problema 9

Fie punctele coliniare A, O, B (in aceasta ordine) si semidreptele (OC, (OD, in acelasi
semiplan fata de dreapta AB, (OC' este inclusa in interiorul unghiului ZAOD, astfel incét
m(£LAOC) = z, m(£LCOD) =y, m(£LDOB) = z. Stiind ca masurile unghiurilor ZAOC,
ZCOD, ZDOB sunt direct proportionale cu y+z, z+z, x4y, determinati masura unghiului
format de bisectoarea unghiului ZCOD si dreapta AB.

1
Demonstratie. Din r__¥ _ % _ FThy+zr - (x+y+2z # 0, evident) obtinem
y+z z+4+z zxz+y 2x+y+z) 2
2 = y+2z,2y = v+25si 22 = rx+y. Din 20 = y+28i 2y = x4z obtinem 2z = 2x—y si z = 2y—x de
unde 2x—y = 2y—=x adica x = y. Din 2y = x+2 si 22 = x4y obtinem x = 2y—z siz = 22—y, deci
y==z Dinz=ysiy=zavem z =y =z Cum m(LAOC)+ m(£LCOD)+ m(£DOB) = 180°
obtinem m(ZAOC) = m(ZCOD) = m(£ZDOB) = 60°. Fie (OM bisectoarea unghiului ZCOD,

atunci m(ZCOM) = 60° : 2 = 30°. Astfel, m(LAOC) + m(LCOM) = 60° + 30° = [90° |.

Problema 10

Fie a, b € N si n € N*. Care este numarul de perechi (a, b) care sunt solutii ale ecuatiei

2024% = ¢®™ + 4h — 20237

Demonstratie. Ideea principala este ca a?" este patrat perfect, iar un patrat perfect este My
sau My + 1.

e Daca a = 0, ecuatia devine 1 = 4b — 2023 <= 4b = 2024 <= b = 506, asadar perechea

(a,b) = (0,506) este o solutie a ecuatiei;

e Daca a > 0, atunci 2024 : 4, 4b — 2023 = 4b — 2024 + 1 = My + 1, deci a®® = My + 3,
insa a?" = (a")2 este patrat perfect si nu exista patrate perfecte de aceasta forma, prin
urmare ecuatia nu are nicio solutie in acest caz.

Singura solutie a ecuatiei este (a,b) = (0,506), asadar numarul de solutii ale ecuatiei este egal

cu .
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Raspuns corect (vezi solutia video aici): [1] ... i 5p

Problema 11

Numarul 3m7 se scrie ca o suma de doua numere naturale nenule x si y, direct proportionale
cu numerele nenule a si b, iar a si b sunt invers proportionale cu 4 si 5. Care este valoarea
cifrei m?

Demonstratie. Fie x si y cele doua numere naturale nenule astfel incat x +y = 3m7. Din = si y
direct proportionale cu a si b avem

y_xzt+y 3m7
b a+b a+b

i
a

(1).
Din a si b invers proportionale cu 4 si 5 avem 4a = 5b sau

b a+bd

571 9 @

9
Din (2) obtinem ca a + b = Ea si inlocuind in (1) avem

b a+b a+b  9a

r Yy xt+y 3mT _5-3m7
" .

5+ 3m7 5-3m7 N
Acum, din o m obtinem = = "0 Cum x este numir natural deducem ci 9 | 5-3m7
a a
si cum 915 rezultd 9 | 3m7, de unde deducem ci m = 8]
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [8] ............co i op

Problema 12

Determinati cel mai mic numar natural abc divizibil cu 9 care are 12 divizori, iar numarul
bca are 6 divizori.

Demonstratie. Cum abc este divizibil cu 9, rezultd ca si bea este divizibil cu 9. Tinand cont de
faptul ca numarul bea are 6 divizori (6 =6-1 = 2-3), deducem ca bca are in descompunerea sa
in factori primi cel mult doi factori diferiti.

« Daci beca = 3° = 243, atunci abc = 324 = 2% . 31, care are (2+ 1) - (4 + 1) = 15 divizori,
deci nu convine.

e Fie bca = 3% - p', p numar prim. Cum numarul abc este cAt mai mic, alegem a = 1, iar mai
departe deducem ca ul@a cifrd a lui p este 9 . Asadar, bea € {9-19,9-29,9-59,9-79,9-
89,9 -109}. Obtinem abc € {117,126, 153,171,180, 198}, iar cel care convine este | 126 .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[126] .......... .. ... 5p
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Problema 13
) ) ) . T %=1 )
Fie x si y numere naturale nenule cu proprietatea ca T3 = . Pentru cea mai mare
Y Y

. T . . a . .
valoare a raportului —, unde z si y sunt numere prime intre ele, calculati valoarea sumei
Y

T+ .

x=T
y+3 oy
Ty + 21 = 3. De aici obtinem ca x } 7siy | 3, deci x = 7z siy = 3y, 1 si v nenule. Inlocuim
in ultima ecuatie si obtinem 21y; + 21 =212y <= y; + 1 = 2.
ZL’_7ZL‘1_7 y1+1_7

1 z
= — = — - <1 + ) . Observam de aici ca — este maxim atunci cand y; este
y 3y 3wy 3 (1 Yy

Demonstratie. — wy=(-T)(y+3) <= zy=ay—Ty+3zr—21 <

14
minim, deci y; = 1 si - 3 Cum (14,3) =1 rezulta z = 14 si y =3, deci x + y = .
Y
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [17] ... i 5p
[l

Problema 14

Pe dreapta d se considera punctele Ay si O. De aceeasi parte a dreptei d se considera
unghiurile adiacente ZAgOA;, LA1OA,, ..., LA, 10A, de masuri m (LAyOA;) = 2°,
m(£LA10Ay) = 4°, m (LA0A3) = 6°, ..., m(LA,—10A,) = 2n°, unde n este cel mai
mare numar natural astfel incat suma celor n unghiuri sa nu depaseasca 180°. Consideram
(OP bisectoarea unghiului ZA, 20A,_; si (OR bisectoarea unghiului ZA,, 10A,,. Care
este masura unghiului ZPOR?

Demonstratie. Vom afla care este valoarea numarului n impunand conditia m (£LA;OA;) +
m(£LA10As) + m (LAOA3) + ...+ m(LA,-10A4,) < 180° <= 24+4+46+...2n < 180 <—

2 2) -
(n+2)n <180 <= (n+1)-n <180 = n < 12 pentru ca 13- 14 = 182, care este

prea mare. De aici obtinem m (£A;00A11) = 22° si m (£LA110A12) = 24°. Masura unghiului
determinat de cele doua bisectoare este m (ZPOR) = m (£LPOA11) + m (£A11OR) = 11°412° =
23° |,

Raspuns corect (vezi solutia video aici): 23] .............. i 5p

Problema 15

Fie multimea M = {1,3,5,...,87,89}. Sa se afle cate submultimi ale lui M au suma
elementelor egala cu 2000.

Demonstratie. Suma elementelor multimii M este egald cu 1+ 3+ 5+ - + 89 = 452 = 2025.
Submultimile multimii M care au suma elementelor 2000 sunt cele de forma M ~ A, unde
A C M si suma elementelor multimii A este egald cu 25. Multimea A poate fi {25}, {1,3,21},
{1,5,19}, {1,7,17}, {1,9,15}, {1,11,13}, {3,5,17}, {3,7,15}, {3,9,13}, {5,7,13}, {5,9, 11},
{1,3,5,7,9}. Prin urmare, numarul submultimilor multimii M care au suma elementelor egala
cu 2000 este [ 12].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [12] ... ... ... i 5p
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Problema 16

Sirul crescator 1, 3, 4, 9, 10, 12, 13,... este format din toate numerele naturale nenule care
se pot scrie ca o suma de puteri distincte ale lui 3. Gasiti al 100—lea termen al acestui sir.

Demonstratie. Vom scrie mai intai primii termeni ai sirului ca sume de puteri distincte ale lui 3.
1=3%3=34=3"+3%°9=3%10=32+3°12=32+34 13=324+3' +3°,....

In fiecare scriere fiecare putere al lui 3 apare o singur dati sau deloc. Asociem fiecirui astfel de
numar cate o secventa scrisa cu cifrele 1 sau 0 construita astfel: daca in scriere apare puterea
3%, atunci pe pozitia i + 1 (pozitiile se numeroteaza din spate in fatd), atunci scriem 1, altfel
scriem 0. Obtinem astfel un alt sir in care primii termeni sunt

1, 10, 11, 100, 101, 110, 111,....

Acest sir reprezinta, de fapt, scrierea in baza 2 a numerelor 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,. .., adica sirul
format din numarul locurilor pe care le ocupa termenii in sir. Pentru a afla care este numarul de
pe locul 100 vom reprezenta mai intai numarul 100 in baza 2 si apoi facem asocierea de puteri
ale lui 3. Stim c& 100 = 26 + 25 4 22, deci 10019y = 1100100(2). Numarul de pe locul 100 este

30+ 3% 432 = [981],

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [981] ........ ... ... i, 5p

O
Problemele 1-16: . ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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