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Concursul de matematică Upper.School - Edit, ia 2023-2024 Etapa II

§1 Solut, ii

Problema 1
Care este rezultatul calculului 1

0, (3) + 1
0, 0(3) + 1

0, 00(3)?

Demonstraţie. 1
0, (3) + 1

0, 0(3) + 1
0, 00(3) = 1

3
9

+ 1
3
90

+ 1
3

900

= 9
3 + 90

3 + 900
3 = 3 + 30 + 300 =

= 333 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 333 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 2
Care este numărul solut, iilor reale ale ecuat, iei

(x + 1) (x − 2) (x + 3) (x − 4) . . . (x − 2022) (x + 2023) = 0?

Demonstraţie. Un produs este 0 dacă s, i numai dacă cel put, in unul dintre factori este egal cu
0. În membrul stâng al ecuat, iei sunt 2023 de factori s, i fiecare dintre aces, tia poate lua pe rând
valoarea 0. Solut, iile sunt x ∈ {−1, 2, −3, . . . , 2022, −2023}. Numărul solut, iilor ecuat, iei este
egal cu 2023 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 2023 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 3
Un romb cu latura AB = 10 cm are m (∠BAD) = 150◦. Dacă lungimile diagonalelor sunt
AC = a s, i BD = b, aflat, i valoarea produsului ab.

Demonstraţie.
Fie AC ∩ BD = {O} , X ∈ AB, OX ⊥ AB. Cum (AO este bisectoarea unghiului ∠BAD =⇒
m(∠BAO) = 75◦, deci m(∠ABO) = 15◦. Aplicăm teorema unghiului de 15◦ în △ABO s, i avem
că OX = AB

4 . Calculăm în două moduri aria △OAB.
AOAB = AB · OX

2
AOAB = OB · OA

2

=⇒ AB · OX = OB · OA =⇒ AB2

4 = OB · OA = AC · BD

4 ⇐⇒

⇐⇒ 100
4 = AC · BD

4 = ab

4 =⇒ ab = 100 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 100 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 4
Aflat, i suma solut, iilor reale ale ecuat, iei [x + 5] + 3 {x} = 2023.

Demonstraţie.

[x + 5] + 3 {x} = 2023 =⇒ [x] + 5 + 3 {x} = 2023 unde 3 {x} ∈ Z =⇒ {x} ∈
{

0,
1
3 ,

2
3

}
Deci există cazurile:

{x} = 0 =⇒ x = 2018

{x} = 1
3 =⇒ [x] = 2017 =⇒ x = 2017 + 1

3

{x} = 2
3 =⇒ [x] = 2016 =⇒ x = 2016 + 2

3
Suma solut, iilor este:

2018 + 2017 + 1
3 + 2016 + 2

3 = 6052

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 6052 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 5
Fie △ABC cu ortocentrul H. Dacă măsurile unghiurilor ∠AHB, ∠AHC, ∠BHC sunt
direct proport, ionale cu 7, 6 s, i respectiv 5, atunci măsura unghiului Â este egală cu:

Demonstraţie.

Exprimăm măsurile unghiurilor care se formează în jurul ortocentrului în funct, ie de unghiurile
triunghiului △ABC, notând m(∠BAC) = A, m(∠ABC) = B s, i m(∠ACB) = C. Astfel,
m(∠BCF ) = 90◦ − B. În triunghiul dreptunghic △HDC obt, inem m(∠DHC) = B. Rat, ionând
similar obt, inem că m(∠CHE) = A, m(∠AHE) = C, m(∠AHF ) = B, m(∠BHF ) = A s, i
m(∠BHD) = C. De aici rezultă m(∠AHB) = A+B, m(∠BHC) = B+C s, i m(∠AHC) = A+C.
Scriem directa proport, ionalitate s, i aplicăm proprietatea fundamentală a s, irului de rapoarte egale.
m(∠AHB)

7 = m(∠AHC)
6 = m(∠BHC)

5 ⇐⇒ A + B

7 = A + C

6 = B + C

5 = 2A + 2B + 2C

7 + 6 + 5 =

= 360
18 = 20. Din B + C

5 = 20 obt, inem B + C = 100◦ s, i de aici aflăm m(∠BAC) = 80◦ .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 80 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 6
Fie ABCD un paralelogram cu AB > BC, m(∠BAD) < 90◦, (AE bisectoarea unghiului
∠BAD s, i (BF este bisectoarea unghiului ∠ABC, E, F ∈ (DC). Notăm cu M mijlocul
lui (AE) s, i cu N mijlocul (BF ). Dacă 5BC = 3AB s, i MN = 24 cm atunci perimetrul
paralelogramului ABCD este egal cu:

Demonstraţie.

• Vom demonstra mai întâi că punctele M, N s, i mijloacele laturilor (AD) s, i (BC) sunt
puncte coliniare.
Fie P mijlocul lui (AD) s, i Q mijlocul lui (BC). Din AP = BQ s, i AP ∥ BQ =⇒ ABQP
este paralelogram, deci PQ ∥ DC. Vom nota cu {M ′} = AE ∩ PQ. Din AP = PD s, i
PM ′ ∥ DE =⇒ (PM ′) este linie mijlocie în triunghiul △ADE, deci AM ′ = M ′E =⇒
M = M ′. Analog se demonstrează că N ∈ PQ.

• Vom demonstra că △ADE s, i △BCF sunt triunghiuri isoscele.
(AE este bisectoarea unghiului ∠BAD =⇒ ∠DAE ≡ ∠BAE (1). Pe de altă parte
AB ∥ CD =⇒ ∠BAE ≡ ∠DEA (2). Din (1) s, i (2) rezultă că ∠DAE ≡ ∠DEA ⇐⇒
△DAE este isoscel cu DE = DA. Analog obt, inem s, i că △BCF este isoscel cu CB = CF.

• Cum (PM) este linie mijlocie în △DAE =⇒ PM = DE

2 = AD

2 . În mod similar

avem s, i că NQ = AD

2 . S, tim că PQ = DC ⇐⇒ PM + MN + NQ = DC ⇐⇒
MN = DC − PM − NQ = DC − AD = AB − BC.

Obt, inem AB − BC = 24. Mai s, tim s, i că 5BC = 3AB. Înmult, im prima ecuat, ie cu 5 s, i obt, inem
5AB − 5BC = 120 ⇐⇒ 5AB − 3AB = 120 ⇐⇒ AB = 60 s, i BC = 36. În final, perimetrul
paralelogramului ABCD este 2AB + 2BC = 192 cm.
Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 192 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 7
În triunghiul echilateral △ABC considerăm punctul F ∈ (AB). Cercul înscris în △ACF
este tangent laturii (CF ) în E, iar cercul înscris în △BCF este tangent laturii (CF ) în D.

Dacă AF = 4 s, i BF = 13, iar DE = a

b
, unde a s, i b sunt numere naturale, b ̸= 0, (a, b) = 1,

atunci valoarea sumei a + b este egală cu:

Demonstraţie. Lungimea laturii triunghiului echilateral △ABC este AB = AF +FB = 4+13 =
17. S, tim că dintr-un punct exterior unui cerc se pot trasa două drepte tangente la cerc s, i
segmentele determinate de acest punct s, i punctele de tangent,ă cu cercul sunt congruente.
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Vom nota punctele de contact ale cercului înscris în △ACF cu laturile (AC) s, i (AF ) cu G,
respectiv K, iar punctele de contact ale cercului înscris în △ABF cu laturile (BC) s, i (BF ) cu
H, respectiv L. Pentru us, urint,a calculelor mai notăm DE = x s, i EF = y. Aplicând rezultatul
mai sus ment, ionat vom obt, ine pe rând:

• FK = FE = y

• AK = AG = 4 − y

• CG = CE = 13 + y

• CD = CH = 13 + y − x

• FD = FL = x + y

• BL = BH = 13 − x − y

Dar CH + BH = 17 ⇐⇒ 13 + y − x + 13 − x − y = 17 ⇐⇒ 26 − 2x = 17 ⇐⇒ x = 9
2 . Cum

fract, ia din urmă este ireductibilă obt, inem că a = 9 s, i b = 2, deci a + b = 11 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 8
Care este suma numerelor naturale ab pentru care

√
ab + 2 = a + b?

Demonstraţie.
√

ab + 2 = a + b ⇐⇒ ab + 2 = (a + b)2 =⇒ ab + 2 este pătrat perfect. Pe de
altă parte 12 ≤ ab + 2 ≤ 101, deci ab + 2 ∈ {16, 25, 36, 49, 64, 81}.

• ab + 2 = 16 ⇐⇒ ab = 14, dar (a + b)2 = (1 + 4)2 = 25, deci nu este solut, ie;

• ab + 2 = 25 ⇐⇒ ab = 23 s, i (a + b)2 = (2 + 3)2 = 25, deci ab = 23 este solut, ie;

• ab + 2 = 36 ⇐⇒ ab = 34, dar (a + b)2 = (3 + 4)2 = 49, deci nu este solut, ie;

• ab + 2 = 49 ⇐⇒ ab = 47, dar (a + b)2 = (4 + 7)2 = 121, deci nu este solut, ie;

• ab + 2 = 64 ⇐⇒ ab = 62, dar (a + b)2 = (6 + 2)2 = 64, deci ab = 62 este solut, ie;

• ab + 2 = 81 ⇐⇒ ab = 79, dar (a + b)2 = (7 + 9)2 = 256, deci nu este solut, ie;
Solut, iile sunt ab ∈ {23, 62}, iar suma solut, iilor acestei ecuat, ii este 23 + 62 = 85 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 85 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 9

Care este produsul solut, iilor reale ale ecuat, iei
[

5x2 + 2x + 18
x2 + 3

]
+

{
4x2 + 2x + 15

x2 + 3

}
= 6?

Am notat cu [x] partea întreagă a numărului real x s, i cu {x} partea fract, ionară a numărului
real x.

Demonstraţie. [
5x2 + 15
x2 + 3 + 2x + 3

x2 + 3

]
+

{
4x2 + 12
x2 + 3 + 2x + 3

x2 + 3

}
= 6 ⇐⇒

[
5 + 2x + 3

x2 + 3

]
+

{
4 + 2x + 3

x2 + 3

}
= 6 ⇐⇒ 5 +

[2x + 3
x2 + 3

]
+

{2x + 3
x2 + 3

}
= 6 ⇐⇒[2x + 3

x2 + 3

]
+

{2x + 3
x2 + 3

}
= 1 ⇐⇒ 2x + 3

x2 + 3 = 1 ⇐⇒ 2x + 3 = x2 + 3 ⇐⇒

x2 − 2x = 0 ⇐⇒ x (x − 2) = 0 ⇐⇒ x1 = 0, x2 = 2.

Produsul celor două solut, ii ale ecuat, iei este x1 · x2 = 0 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 10
Care este valoarea sumei S = 1

20242 + 3
12 · 22 + 5

22 · 32 + 7
32 · 42 + ... + 4047

20232 · 20242 ?

Demonstraţie.

Termenul general al sumei este 2k + 1
k2(k + 1)2 = (k + 1)2 − k2

k2(k + 1)2 = 1
k2 − 1

(k2 + 1)2 , deci suma se
poate scrie ca

S = 1
20242 + 1

12 − 1
22 + 1

22 − 1
32 + ... + 1

20232 − 1
20242 =⇒ S = 1

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 11
Aflat, i pentru câte valori n ∈ N numărul A =

√
40 − 3

√
n + 3 este număr natural.

Demonstraţie. A ∈ N ⇐⇒
√

40 − 3
√

n + 3 ∈ N ⇐⇒ 40 − 3
√

n + 3 este pătrat perfect. S, tim
că 40 − 3

√
n + 3 < 40, deci trebuie căutate pătratele perfecte mai mici decât 40. Prin urmare

40 − 3
√

n + 3 ∈ {1, 4, 9, 16, 25, 36} . Din 40 − 3
√

n + 3 ∈ N rezultă că s, i numărul n + 3 este
pătrat perfect, deci

√
n + 3 ∈ N s, i 3

√
n + 3 ...3. Pe de altă parte 40 = 3 ·39+1, deci 40−3

√
n + 3

este de forma M3 + 1, as, adar din lista de posibile valori le eliminăm pe cele care sunt divizibile
cu 3, adică 9 s, i 36.

• 40 − 3
√

n + 3 = 1 ⇐⇒ 39 = 3
√

n + 3 ⇐⇒ 13 =
√

n + 3 ⇐⇒ 169 = n + 3 ⇐⇒ n =
= 166;
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• 40 − 3
√

n + 3 = 4 ⇐⇒ 36 = 3
√

n + 3 ⇐⇒ 12 =
√

n + 3 ⇐⇒ 144 = n + 3 ⇐⇒ n =
= 141;

• 40 − 3
√

n + 3 = 16 ⇐⇒ 24 = 3
√

n + 3 ⇐⇒ 8 =
√

n + 3 ⇐⇒ 64 = n + 3 ⇐⇒ n = 61;

• 40−3
√

n + 3 = 25 ⇐⇒ 15 = 3
√

n + 3 ⇐⇒ 5 =
√

n + 3 ⇐⇒ 25 = n+3 ⇐⇒ n = 22.

Numărul de valori ale lui n pentru care A ∈ N este egal cu 4 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 12
Dacă x = 4

x
+ y s, i y = 5

y
+ x, unde x s, i y sunt numere reale nenule, atunci valoarea absolută

a diferent,ei celor două numere este egală cu:

Demonstraţie. Adunăm cele două egalităt, i s, i obt, inem:


x = 4

x
+ y

y = 5
y

+ x
=⇒ 4

x
+ 5

y
= 0 =⇒

4y = −5x =⇒ y = −5x

4 deci x = 4
x

+ y devine

x = 4
x

− 5x

4 =⇒ 4x2 = 16 − 5x2 =⇒ 9x2 = 16 =⇒ x2 = 16
9 =⇒ x = ±4

3 .

Analizăm cele două cazuri.

• Dacă x = 4
3 =⇒ y = −5

3 s, i |x − y| =
∣∣∣∣93

∣∣∣∣ =⇒ |x − y| = 3

• Dacă x = −4
3 =⇒ y = 5

3 s, i |x − y| =
∣∣∣∣−9

3

∣∣∣∣ =⇒ |x − y| = 3

În ambele cazuri solut, ia este |x − y| = 3 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 13
Un dreptunghi este împărt, it în 9 dreptunghiuri mai mici prin drepte paralele cu laturile
dreptunghiului ca în desenul de mai jos. Numerele înscrise în 5 dintre dreptunghiurile mici
reprezintă ariile acestora. Aflat, i aria dreptunghiului mare.

Demonstraţie. Am notat în figura de mai jos ariile celor 4 dreptunghiuri mici cu a, b, c, respectiv
d.
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Atunci ad = (OA · OB) · (OC · OD) = (OB · OC) · (OA · OD) = bc.
Vom nota cu x, y, z, t ariile necunoscute ale celor 4 dreptunghiuri mici.

Conform rezultatului demonstrat mai sus obt, inem pe rând relat, iile:

• 8 · x = 6 · 3 ⇐⇒ x = 9
4;

• y · 8 = 3 · 10 ⇐⇒ y = 15
4 ;

• z · 8 = 6 · 5 ⇐⇒ z = 15
4 ;

• t · 8 = 5 · 10 ⇐⇒ t = 25
4 .

Aria dreptunghiului mare se calculează însumând ariile celor 9 dreptunghiuri s, i obt, inem rezultatul
48 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 14
Triunghiul △ABC este înscris în cercul C(O, R). Fie AD ⊥ BC, D ∈ (BC) s, i dreapta d este
tangentă la cercul circumscris triunghiului △ABC în punctul A. Prin punctul D trasăm
DM ∥ AB, M ∈ d. S, tiind că m(∠ABC) = 80◦ să se afle măsura unghiului ∠ACM.

Demonstraţie.
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Unghiul ∠MAC are latura (AM tangentă la cerc s, i latura (AC secantă cercului, deci m(∠MAC) =

= m (AC⌢)
2 = m(∠ABC) = 80◦. Pe de altă parte, cum AB ∥ MD =⇒ ∠MDC ≡ ∠ABC pentru

că sunt unghiuri corespondente, deci m(∠MDC) = 80◦. Prin urmare, ∠MAC ≡ ∠MDC =⇒
patrulaterul ADCM este patrulater inscriptibil =⇒ ∠ACM ≡ ∠ADM (1). În triunghiul
dreptunghic △ADB cu unghiul drept în D, obt, inem m(∠BAD) = 10◦ s, i cum AB ∥ DM =⇒
∠BAD ≡ ∠MDA =⇒ m(∠MDA) = 10◦. Din ultima relat, ie s, i din (1) avem că m(∠ACM) =
10◦ .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 15
Se consideră triunghiul echilateral △ABC. Fie E simetricul punctului B fat,ă de C s, i punctul
F simetricul punctului C fat,ă de A. Notăm AB ∩ EF = {M}. S, tiind că aria triunghiului
△ABC este egală cu 36 cm2, să se determine aria triunghiului △AFM.

Demonstraţie. Considerăm N mijlocul segmentului (ME).

BC = CE
MN = NE

}
=⇒ (CN) este linie mijlocie în △BEM =⇒ CN ∥ AM.

CN ∥ AM
AF = AC

}
=⇒ (AM) este linie mijlocie în △FCN =⇒ AM = CN

2 (1).

Vom nota AF AM = a.

• în △MFC segmentul (AM) este mediană, deci AMAC = AF AM = a.

• în trapezul AMNC notăm cu h lungimea înălt, imii acestuia, adică distant,a dintre bazele
AM s, i CN s, i avem relat, iile AMCN = CN · h

2 = 2AM · h

2 = 2 · ACAM = 2a.

• în △CME segmentul (CN) este mediană, deci ACNE = ACNM = 2a.

• în △MBE segmentul (MC) este mediană, deci AMBC = AMCE = 4a ⇐⇒ AMAC+
AABC = 4a ⇐⇒ a + 36 = 4a ⇐⇒ 3a = 36 ⇐⇒ a = 12 ⇐⇒ AF AM = 12 cm2 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 16
Numărul perechilor de numere naturale nenule (a, b), prime între ele, cu proprietatea că
17a − 2b

a + b
este un număr întreg, este egal cu:

Demonstraţie. 17a − 2b

a + b
= 17a + 17b − 19b

a + b
= 17(a + b)

a + b
− 19b

a + b
= 17 − 19b

a + b
∈ Z ⇐⇒

19b

a + b
∈ Z ⇐⇒ a + b | 19b.

Vom demonstra că (b, a + b) = 1. Fie d un divizor comun al acestor numere.
d | b
d | a + b

}
=⇒ d | a + b − b =⇒ d | a. Dar d | a, (a, b) = 1 =⇒ d = 1. As,adar,

a + b | 19 =⇒ a + b ∈ {1, 19}.

• cazul a + b = 1 nu admite solut, ii naturale nenule;

• dacă a + b = 19, atunci orice pereche de numere naturale nenule este solut, ie pentru
că, dacă e este un divizor comun al acestor numere, atunci e | a, e | 19 − a, deci e
divide s, i suma lor, adică e | 19 ⇐⇒ e ∈ {1, 19}. Însă ̸= 19 pentru că 0 < a < 19 s, i
0 < b < 19. Perechile de numere naturale nenule care sunt solut, ii ale problemei sunt
(a, b) ∈ {(1, 18), (2, 17), (3, 16), . . . , (18, 1) s, i numărul acestora este egal cu 18 .

Răspuns corect (vezi solut, ia video aici): 18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problemele 1-16: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 × 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20p
Total: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100p

Timp de lucru: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 ore
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