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§1 Solutii

Problema 1
1 1 1
Care este rezultatul calculului 0.(3) + 0.003) + 0. 00(3>?
1 1 1 1 1 1 9 90 900
D tratie. =5+ +—-—==-+—+—=3+30+300 =
emonstratie 07(3)—1-0,0(3)—1—0700(3) §+i+i 3—1— 3 + 3 + ol +
9 90 90
—[333].
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [333] ........... ... 5p
O
Problema 2

Care este numarul solutiilor reale ale ecuatiei

(+1)(x—2)(z+3)(z—4)...(z —2022) (z +2023) = 07

Demonstratie. Un produs este 0 daca si numai daca cel putin unul dintre factori este egal cu
0. In membrul stang al ecuatiei sunt 2023 de factori si fiecare dintre acestia poate lua pe rand

valoarea 0. Solutiile sunt x € {—1, 2, —3,...,2022, —2023}. Numarul solutiilor ecuatiei este
egal cu | 2023
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [2023] ... 5p
O
Problema 3

Un romb cu latura AB = 10 cm are m (£BAD) = 150°. Daca lungimile diagonalelor sunt
AC = a si BD = b, aflati valoarea produsului ab.

Demonstratie.

Fie ACNBD ={0}, X € AB, OX 1L AB. Cum (AO este bisectoarea unghiului /ZBAD —
m(£LBAO) = 75°, deci m(£LABQO) = 15°. Aplicam teorema unghiului de 15° in AABO si avem

ca OX = —. Calculam 1n doud moduri aria AOAB.
A AB-0OX )
OAB = —( AB AC -BD
2 . — . — ) = =7
Aoap = —5
100 AC-BD b
X A
5 15 (o) D
W
C
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |100] .................o i, 5p
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Problema 4
Aflati suma solutiilor reale ale ecuatiei [x + 5] + 3 {z} = 2023.

Demonstratie.
12
o 45 +3{z} =2023 — [2]+5+3{z) =2023 wnde 3{z} €Z — {a} € {0,3,3}
Deci exista cazurile:

{z} =0 = 2 =2018

1 1
{:c}:§ = [2] =2017T = x:2017+§

2 2
{r}=5 = [1]=2016 = ¢ =2016+

Suma solutiilor este:
1 2
2018 4 2017 + 3 + 2016 + 3 = (6052

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |6052] ........... ... ... ... 5p

Problema 5

Fie AABC cu ortocentrul H. Daca masurile unghiurilor ZAHB, ZAHC, ZBHC sunt
direct proportionale cu 7, 6 si respectiv 5, atunci masura unghiului A este egala cu:

Demonstratie.

Exprimam masurile unghiurilor care se formeaza in jurul ortocentrului in functie de unghiurile
triunghiului AABC, notand m(£LBAC) = A, m(LABC) = B si m(LACB) = C. Astfel,
m(/BCF) = 90° — B. In triunghiul dreptunghic AH DC obtinem m(/DHC) = B. Rationand
similar obtinem ca m(LCHE) = A, m(LAHE) = C, m(£LAHF) = B, m(£/BHF) = A si
m(£BHD) = C. Deaici rezulta m(LAHB) = A+B, m(£BHC) = B+C sim(£LAHC) = A+C.
Scriem directa proportionalitate si aplicam proprietatea fundamentala a sirului de rapoarte egale.

m(LAHB)  m(LAHC) m(£ZBHC) PN A+B A+C B+C 2A+4+2B+20C
365_360_5 T 6 5  T+6+5

=15 = 20. Din o 20 obtinem B + C' = 100° si de aici aflam m(£ZBAC) = .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [80] ... 5p
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Problema 6

Fie ABC'D un paralelogram cu AB > BC, m(£ZBAD) < 90°, (AE bisectoarea unghiului
ZBAD si (BF este bisectoarea unghiului ZABC, E, F € (DC). Notam cu M mijlocul
lui (AE) si cu N mijlocul (BF'). Daca 56BC = 3AB si MN = 24 cm atunci perimetrul
paralelogramului ABC' D este egal cu:

Demonstratie.

« Vom demonstra mai intai ca punctele M, N si mijloacele laturilor (AD) si (BC') sunt
puncte coliniare.
Fie P mijlocul lui (AD) si @ mijlocul lui (BC'). Din AP = BQ si AP || BQ = ABQP
este paralelogram, deci PQ || DC. Vom nota cu {M'} = AE N PQ. Din AP = PD si
PM' || DE = (PM’) este linie mijlocie in triunghiul AADE, deci AM' = M'E =
M = M’. Analog se demonstreaza ca N € PQ.

e Vom demonstra ca AADE si ABCF sunt triunghiuri isoscele.
(AE este bisectoarea unghiului /BAD — ZDAE = /ZBAFE (1). Pe de alta parte
AB || CD = ZBAE = ZDFEA (2). Din (1) si (2) rezulta ca ZDAF = /DFEA <—
ADAF este isoscel cu DE = DA. Analog obtinem si ca ABC'F este isoscel cu CB = C'F.
DE  AD

o Cum (PM) este linie mijlocie iIn ADAE = PM = - = 5 In mod similar

AD
avemsicéNQZT. Stim ca PQQ = DC <= PM + MN + NQ = DC <=
MN =DC—-PM —-NQ=DC—-AD =AB — BC.

Obtinem AB — BC = 24. Mai stim si cd 5BC = 3AB. Inmultim prima ecuatie cu 5 si obtinem
5AB —5BC =120 <= 5AB — 3AB =120 <= AB = 60 si BC = 36. In final, perimetrul
paralelogramului ABC'D este 2AB + 2BC = cm.

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [192] ........ .. ... ... i, 5p

Problema 7

In triunghiul echilateral AABC' considerim punctul F € (AB). Cercul inscris in AACF
este tangent laturii (C'F) in E, iar cercul inscris in ABCF este tangent laturii (C'F) in D.

Daca AF =4 i BF =13, iar DE = %, unde a si b sunt numere naturale, b # 0, (a,b) = 1,

atunci valoarea sumei a + b este egala cu:

Demonstratie. Lungimea laturii triunghiului echilateral AABC este AB = AF+FB =4+13 =
17. Stim ca dintr-un punct exterior unui cerc se pot trasa doua drepte tangente la cerc si
segmentele determinate de acest punct si punctele de tangenta cu cercul sunt congruente.
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C

H
X e
LJL
A K F L B

Vom nota punctele de contact ale cercului inscris in AACF cu laturile (AC) si (AF) cu G,
respectiv K, iar punctele de contact ale cercului inscris in AABF cu laturile (BC') si (BF') cu
H, respectiv L. Pentru usurinta calculelor mai notam DF = x si FF = y. Aplicand rezultatul
mai sus mentionat vom obtine pe rand:

« FK=FE =y
e AK=AG=4—y
e CG=CE=13+y
« CD=CH=13+y—a
« FD=FL=x24y
e BL=BH=13—x—y
DarCH+BH =17 <= 13+4+y—zs+13—2x—y=17 < 26— 20 =17 < ng. Cum

fractia din urma este ireductibila obtinem ca a =9 si b =2, deci a +b = .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[11] ... ... .. o i 5p

Problema 8
Care este suma numerelor naturale ab pentru care \/ab + 2 = a + b?

Demonstratie. \Jab+2=a+b <= ab+2= (a+ b)> = ab + 2 este patrat perfect. Pe de
alta parte 12 < ab+ 2 < 101, deci ab + 2 € {16, 25, 36, 49, 64, 81}.

e ab+2=16 <= ab=14, dar (a +b)* = (1 +4)” = 25, deci nu este solutie;
e ab+2=25 <= ab=23si (a+b)* = (24 3)* =25, deci ab = 23 este solutie;
e ab+2=236 <= ab=34, dar (a+b)’ = (3+4)° = 49, deci nu este solutie;
e ab+2=49 < ab=47, dar (a+b)’> = (4+7)° = 121, deci nu este solutie;
e ab+2=1064 < ab=062, dar (a+b)> = (6 +2)° = 64, deci ab = 62 este solutie;
e ab+2=81 <= ab="19, dar (a+b)*> = (7+9)* = 256, deci nu este solutie;
Solutiile sunt ab € {23, 62}, iar suma solutiilor acestei ecuatii este 23 + 62 = .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[85] ....... ... .. ... 5p
[
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Problema 9

z2+3 z2+3
Am notat cu [z]| partea intreaga a numarului real = si cu {x} partea fractionara a numarului
real z.

5x% + 2x + 18 4r? + 2z + 15
Care este produsul solutiilor reale ale ecuatiei lwl {x—l-:H-} =67

Demonstratie.

52 +15 2+ 3 422412 22+ 3 _ 6
2+3 2243 2+3 2243

{5 2%—1—3} {4 2I+3}_6<:>5+[2l‘+3] {2:L’+3}_6<:>
22 + 3 2+3) 2?43 2+3)
2x + 3 2 + 3 2x+ 3
[:EJF} {x+ }:1<:> P s 24324243
2?2+ 3 x2 43 2+ 3
2 —20=0 ¢ 2(2-2)=0 < 1, =0, 29 =2.
Produsul celor doua solutii ale ecuatiei este x1 - x5 = @
Rispuns corect (vezi solutia video aici): [0] ......................................... 5p
O
Problema 10
Care este valoarea sumei S L + 5 + > + ! + ...+ 1047
Vi = et
20242 12.22  22.32  32.42 20232 - 20242
Demonstratie.
T | Lal ot 2hH1 (k+172 -k 1 1 doci
ermenul general al sumei este = = — — ————, deci suma se
& RE+1)2  REk+1? B (R0
poate scrie ca
1 1 1 1 1 1 1
S=——+—-—-——=+=-—=+.. — — |S=1
20242 * 12 22 * 22 32 T 20232 20242
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [1]............ o i 5p
O

Problema 11

Aflati pentru cate valori n € N numarul A = /40 — 3y/n + 3 este numar natural.

Demonstratie. A € N <= 1/40 — 3y/n+ 3 € N <= 40 — 3y/n + 3 este patrat perfect. Stim

ca 40 — 3v/n + 3 < 40, deci trebuie cautate patratele perfecte mai mici decat 40. Prin urmare
40 — 3v/n+3 € {1,4,9,16,25,36} . Din 40 — 3y/n + 3 € N rezulta ca si numarul n + 3 este

patrat perfect, deci v/n + 3 € N si 3v/n + 3 :3. Pe de alta parte 40 = 3-39+ 1, deci 40 — 3v/n + 3
este de forma M3 + 1, asadar din lista de posibile valori le eliminam pe cele care sunt divizibile

cu 3, adica 9 si 36.

e 40-3vn+3=1 <= 39=3V/n+3 <= 13=yn+3 <= 169=n+3 < n=
= 166;
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e 40—-3vn+3=4 <= 36=3yn+3 <= 12=yn+3 <= 144 =n+3 < n=
= 141;

e 40—-3yn+3=16 <= 24=3y/n+3 <= 8=yv/n+3 < 64d=n+3 < n =61;
e 40—3vn+3=25 <= 15=3yn+3 < S5=yn+3 < 25=n+3 < n =22

Numarul de valori ale lui n pentru care A € N este egal cu .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [4]......... .. o i 5p

Problema 12

4 5
Daca z = — 4y si y = — 4+, unde x si y sunt numere reale nenule, atunci valoarea absoluta

a diferentei celor doua numere este egala cu:

4
rT=_TY 4 5
Demonstratie. Adunam cele doua egalitati si obtinem: z == -+ -=0 =
5 4 !y
dy = —dr — y = —Zx deci x = — +y devine
x
4 5 16 4
m:——% — 4= 16-5" — 97 =16 — o' =T — r=t.
x

Analizam cele doua cazuri.

4 5 9
e Daca ng _— yz—g si !x—y!=‘3’ = ||z —y|=3

Daca x——%:> —ési |z ]—‘ 9‘:> |z —y|=3
T3 Y= 3 ° Yyl = 3 Yyl =
In ambele cazuri solutia este ||z — y| = 3|
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [3] ... ... ... .. i 5p
[l

Problema 13

Un dreptunghi este impartit in 9 dreptunghiuri mai mici prin drepte paralele cu laturile
dreptunghiului ca in desenul de mai jos. Numerele inscrise in 5 dintre dreptunghiurile mici
reprezinta ariile acestora. Aflati aria dreptunghiului mare.

3

6 8 10

5

Demonstratie. Am notat in figura de mai jos ariile celor 4 dreptunghiuri mici cu a, b, ¢, respectiv
d.
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B
a b
A C
c © d
D

Atunci ad = (OA - OB) - (OC' - OD) = (OB - OC) - (OA - OD) = bc.

Vom nota cu x, y, 2, t ariile necunoscute ale celor 4 dreptunghiuri mici.

T 3 Y
6 8 10
z 5 t

Conform rezultatului demonstrat mai sus obtinem pe rand relatiile:

8- x=6-3 < ng;

4
15
e ¥-8=3-10 < Y=
15
e 2:8=60:5 & z=—;
4
2
e t-8=5-10 <= t—45.

Aria dreptunghiului mare se calculeaza insumand ariile celor 9 dreptunghiuri si obtinem rezultatul

48}

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [48] ... ... ... .. 5p

Problema 14

Triunghiul AABC' este inscris in cercul C(O, R). Fie AD L BC, D € (BC) si dreapta d este
tangenta la cercul circumscris triunghiului AABC in punctul A. Prin punctul D trasam
DM || AB, M € d. Stiind ca m(LABC') = 80° sa se afle masura unghiului ZACM.

Demonstratie.
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Unghiul / M AC are latura (AM tangenta la cerc si latura (AC secanta cercului, deci m(£LMAC) =
A
. (2 ©) =m(LABC) = 80°. Pe de alta parte, cum AB | MD = ZMDC = ZABC pentru

ca sunt unghiuri corespondente, deci m(ZM DC') = 80°. Prin urmare, /M AC = ZMDC —
patrulaterul ADCM este patrulater inscriptibil = ZACM = ZADM (1). In triunghiul
dreptunghic AADB cu unghiul drept in D, obtinem m(£ZBAD) = 10° si cum AB | DM =
4BAD = ZMDA = m(£LMDA) = 10°. Din ultima relatie si din (1) avem ca m(ZLACM) =

[10°]

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [10] .............co i 5p

Problema 15

Se considera triunghiul echilateral AABC'. Fie E simetricul punctului B fata de C' si punctul
F simetricul punctului C fatd de A. Notam AB N EF = {M}. Stiind c& aria triunghiului
AABC este egala cu 36 cm?, sa se determine aria triunghiului AAFM.

Demonstratie. Consideram N mijlocul segmentului (M E).

F
M
A
N

36 2a
BC =CE o
MN - NE } = (CN) este linie mijlocie in ABEM = CN || AM.
CN || AM L _CN
AF — AC [ = (AM) este linie mijlocie iIn AFCN = AM = 5 (1).

Vom nota Apay = a.
o in AMFC segmentul (AM) este mediana, deci Ayac = Apan = a.

o 1n trapezul AMNC notam cu h lungimea inaltimii acestuia, adica distanta dintre bazele

N-h 2AM -h
AM si C'N si avem relatiile Ayon = ¢ S 5

e in ACME segmentul (C'N) este mediana, deci Acyg = Acony = 2a.

= Q'ACAM = 2a.

e In AMBE segmentul (MC) este mediana, deci Ay pe = Aycr = 4a <= Apac+
Aspc=4a < a+36=4a < 3a=36 < a=12 + Apay =12 cm?].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [12] ........ ... i 5p
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Problema 16

Numarul perechilor de numere naturale nenule (a,b), prime intre ele, cu proprietatea ca

17a — 2b v a
——  este un numar intreg, este egal cu:

a+b
17a — 2 1 176 — 1 1 1 1
Demonstratie. Ta b _ Ta+ 17b 9b _ 7(a—|—b)_ 9b _ 17 9% 7 e
100 a+b a+b a+b a-+b a+b

€Z <= a+b|190.
a+b

Vom demonstra ca (b,a 4+ b) = 1. Fie d un divizor comun al acestor numere.
d|b
dla+b

a+b|19 = a+be {1, 19}.

— d|a+b—-b = d|a Dard | a, (a,b) =1 = d = 1. Asadar,

o cazul a + b = 1 nu admite solutii naturale nenule;

e daca a + b = 19, atunci orice pereche de numere naturale nenule este solutie pentru
ca, daca e este un divizor comun al acestor numere, atunci e | a, e | 19 — a, deci e
divide si suma lor, adici e | 19 <= e € {1,19}. Insd # 19 pentru ca 0 < a < 19 si
0 < b < 19. Perechile de numere naturale nenule care sunt solutii ale problemei sunt
(a,b) € {(1,18), (2,17), (3,16),...,(18,1) si numarul acestora este egal cu [18].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): 18| .............. .. ... .. ... 5p

O

Problemele 1-16: ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... ... . .. 20p
Total: . 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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