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§1 Solutii

Problema 1

Consideram ecuatia
x i x n 95 P 99 2022
2:4 4.6 6-8 7 2022-2024 253 °

Suma cifrelor solutiei ecuatiei este egala cu:

Demonstratie.
x x x T 2022
2~4+4-6+6-8+“'+2022-2024 - 253
1 1 1 1 2022
. (2-4+4 6+6-8+‘”+2022-2024> ~ 253
1 /4—-2 6—-—4 8-—6 2024 — 2022 2022
x'2'<2-4 T Tes T T 2022-2024> ~ 253
1 1 1 1 1 1 1 2022
x'z'(2_4+4_6+"‘+2022_2024) T3
1 1 1 2022
x'2'<2_ 2024) ~ 253
1 1011 2022
Y19 2024 T 253
1 1 2
Y 578253 23
r = 32.
Suma cifrelor solutiei ecuatiei este .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [5] ... ... i 5p
]
Problema 2
2z 4+ 3y
este

Dacid z,y € R*, w #y si 22? — 5zy + 3y> = 0 atunci valoarea raportului >
r—y

egala cu:

Demonstratie. 22*—2xy—3zry+3y* =0 < 2x(r—y)-3y(z—y) =0 <= (z—y)(22—3y) =0

2
x + 3y _ 3y + 3y _ 6y —
2r —y 3y —y 2y

{ (90 - y)(Qx - 359) =0 —> 2x = 3y, deci raportul

TFY
2 + 3y
— = 3|
20 —y
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [3] .......... ... .o 5p
O
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Problema 3
g , x 1 , oot +1 5
Daca r € Rsi ———— = —, atunci expresia ————— are valoarea egala cu:
T’ 4ax+1 05 2
. x 1 1 1 1 1\?
Demonstratie. poarpr i — 1 = = T+ =4 = (a:—l—) =
i+ x+ Y PRI 5 x x
1 1 !
= 2 +2+ 5 =16 < 2°+ 5 =14
x x
5 2?2 +1 2t 2?1 1
PedealtaparteT: ?qL ﬁ+ ;:xz—l—l—f—ﬁ:.
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[15] ... ... ..o i 5p
O]
Problema 4
b
Daca a,b € Q si a + = /4 + 2V/3, atunci expresia 4(a +b) are valoarea
Vi+4v/3 JT-4/3

egala cu:

Demonstratie.

VT+4vB=/2+V3)? =24+ V3| =2+ V3 )
Vi-4v3=/2-VBpr=]2-v3[=2-v3 } = 2+a\/§+2_\/§=\/§+1 PN
Va+2vB=/(VB+12=|V3+1|=v3+1

a(2—V3)+b2+v3)=vV3+1 = 2a+2b—1=+/3(a—0b+1). Deoarece a,b € Q =
0

1

20 +2b—1= “@="7 1 —
{a—b+1:0 = b:§ :>a+b—§:> 4(a+0b) =2
4
Observatie: relatia 2a + 2b = 1 este suficienta si implica direct a + b = 3
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [2]......... ... i 5p
O
Problema 5

Daca in AABC punctul I este centrul cercului inscris, raza cercului inscris are lungimea
r =T7v2cmsi m(ZBIC) = 135°, atunci distanta de la I la ortocentrul triunghiului AABC
este egala cu:

Demonstratie. Centrul cercului inscris intr-un triunghi este punctul de intersectie al bisectoarelor.
Vom demonstra ca AABC este dreptunghic in A. In ABIC exprimam masura unghiului ZBIC

astfel, m(£ZBIC) = 180° — m(£IBC) — m(£ICB) = 180°— m(/ABC) +m(/ACB)

m(£LABC) +m(LACB) =90° <= ZBAC este unghi drept. ’

Vom nota cu F, respectiv F' punctele de tangenta ale cercului inscris cu laturile AC, respectiv
AB. Segmentele (I F) si (IF) sunt raze, iar I[E 1 AC si I[F L AB. Patrulaterul ABC'D este
patrat pentru ca are trei unghiuri drepte si /E = ['F.

Ortocentrul triunghiului AABC este chiar varful unghiului drept, adica A, prin urmare distanta
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de la I la ortocentru este lungimea segmentului (Al), care este diagonala in patratul AEIF,

prin urmare Al = IEV2 =72 -V2 = .

A
E
F
135°
B C
Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[14] ... ... ... o i 5p

Problema 6

Fie a,b,c € R. Dacid a + b+ ¢ = 3 si 8a + b? + ¢ < 8 — 2bc, atunci valoarea absoluta a
numarului a este egala cu:

Demonstratie.

{a—i—b—i—c:B <~ b+c=3—-a

_ 2
8a+(b2+02+2b0>§8<:>8a+(b—|—c)2§8 :8@"_(3 a) 38@

< 8a+9+a*—-6a<8 <= a*+2a+1<0 <= (0+1)* <0 <= a=-1 <
> |la|=1|
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [1]......... .. .o i 5p
[l
Problema 7

Céte solutii naturale are ecuatia

X

—2022(7
2024 0

B 22+12+32+22+ +20232+20222
S 2-2-1 0 2-3-2 077 2-2023-2022

Am notat cu [a] partea Intreaga a numarului a.

Demonstratie.
22+17 N 32 + 22 - 2023% + 20222
2.2-1 2-3-2 77 2.2023-2022

22 412 3% 4 22 20232 + 20222
= -1+ |l— -1+t |1 =
2.2.1 2.3.2 2.2023 - 2022
1
2

— 2022 =

1
"'+2-2023.2022_

1 1
2 (2-1 3.2 "1 2023 - 2022
11 1 1 B
_2’(2~1+3-2+"'+2023.2022>—
1/1 1 1 1 1 1y
2(1_2+2_3+'“+2022_2023)_
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1 1 1011
_ 1 (1- _ 1.
5 ( 2023) 2023 < 0+ 1]

Deci:

—2022| =0

lZQ + 12 n 32 4+ 22 A 20232 + 20222
2:-2-1 2-3-2 2-2023 - 2022
Ecuatia devine:

[ - ] —0 = z€{0,1.2...., 2023} .

2024
Numarul solutiilor naturale ale ecuatiei este egal cu | 2024 |.
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [2024] ........... i 5p
O
Problema 8

Care este partea intreaga a numarului A =+/1-2-3+2-3-4+...+19-20-217

Demonstratie. Solutia 1

Vom nota cu S suma de sub radical.

S=1-2-342-3-44...419-20-21 < 45=1-2-3-4+2-3-4-44+...419-20-21 -4 <~
45=1-2-3-(4-0)+2-3-4-(5b—-1)+...+19-20-21-(22—18) <= 45=1-2-3-4—-0-1-
2:3+2-3-4-5—-1-2-3-443-4-5-6—2-3-4-54+...419-20-21-22—18-19-20-21 <=
45 =19-20-21-22 <= S =209-210. Cum 209? < 209 - 210 < 210> = partea Intreags a
numarului A este egald cu [209 .

Solutia 2

1-2:3+2:3-4+...4+19:20-21 = (2—1)-2-(2+1)+(3—1)-3-(3+1) +...+ (20— 1)-20- (20 + 1) =
=(22—1)-24+(3—1)-3+...4+(20°=1)-20= (2> +3* 4+ ... +20°) — (2+ 3+ ... +20) =
=(P+22+3°+ ... 4+20°) —(1+2+3+...+20)

20 - (20 +1)\* 20-21
2 2

20 - 21)2 20-21

Deci trebuie calculata valoarea \/ ( 5 5

(V2107 =210 = 210 — 1 =[209)

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |[209] .......... .. .. ... 5p

]. Cum[ k?—k] k-1 =

Problema 9

Aflati cea mai mica valoare strict pozitiva a sumei a 4+ b + ¢, unde a, b, ¢ € R si verifica
relatiile
max (a; b+ ¢) —min(a; b+c) =1

maz (b; a+ c¢) —min (b; a+c) =2
max (¢; a+b) —min(¢; a+b) = 3.

Demonstratie.
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r+y—|v—1yl
9

r+y+|r—yl
9

Tinand cont de identitatile max (z,y) = si min (x,y) = relatiile

din enunt se pot scrie astfel:
at+btct+la—b—c a+tbtc—la—b—c

maz (a; b+ c¢) —min(a; b+c¢) =1 5 5
=1 <= |la—b—c|=1 < |b+c—a|] = 1. Analog obtinem si relatiile |a + ¢ —b| = 2 si
la 4+ b — ¢| = 3. Acestea sunt echivalente cu

b+c—a==1
a+c—b==2
a+b—c=4£3.

Adunénd aceste trei relatii se obtine a + b + ¢ = £1 + 2 + 3. Pentru orice alegere a semnelor

suma celor trei numere este numar divizibil cu 2, deci cea mai mica valoare strict pozitiva a

expresiei a + b + ¢ se obtine pentru alegerea 1 — 2 + 3 si este egala cu . Un exemplu pentru

care se obtine aceasta valoare este (a,b,c) = (1, 2, —1) )
2 2

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [2]......... .. .o i 5p

Problema 10
Dacdi A={a®>+6a+10 |aeN} si B={b*+b+17 |be N} | aflati card(AN B).

Demonstratie. Cautam valorile lui a si b pentru care a? + 6a + 10 = b? + b + 17
4a® + 24a + 40 = 40 + 4b + 68 <= (4a® +24a+36) +4 = (40 +4b + 1) + 67 —
(2a+6)2—(2b+1)? = 63 < (2a+2b+7)(2a —2b+5) = 63. Cum a si b sunt numere naturale
rezulta 2a + 2b+7 > 2a — 2b+ 5 > 0 si avem variantele:

204+ 20+ 7 =63 a=13
20 —2b+5=1 b=15
20 +2b+7=21 N a=3
20 —2b+5=3 b=4
20 +20+7=9 a=1
20 —2b+5=17 b=20

Intersectia celor doua multimi are 3 elemente — \card ANB=3

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [3] .......... .. ... o 5p

Problema 11

Cea mai mare valoare a numarului natural prim p care are proprietatea ca numarul 2p?—3p+1
este patrat perfect este egala cu:
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Demonstratie. Expresia 2p* — 3p + 1 se poate descompune in (p — 1)(2p — 1). Deoarece p — 1 si
2p — 1 sunt prime Intre ele rezulta ca p— 1 si 2p — 1 sunt patrate perfecte egale cu a? respectiv b?,
unde a, b sunt numere naturale nenule. Prin scidere se obtine b* — a? = p sau (b—a)(b+a) = p.

o . y . + .
Deoarece p este numar prim rezulta b —a =1si b+ a = p, de unde b = pT Astfel egalitatea
2p — 1 = b? este echivalentd cu 4(2p — 1) = (p+1)?, adicd p* —6p+5 = 0sau (p—1)(p—>5) = 0.
Singurul numar care verifica ipoteza este .

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [5] ... i 5p

Problema 12

Fie a si b dou# numere naturale nenule cu proprietatea ca 2a?(b — 1) + 2b*(a + 1) =
(a + b)(a* 4+ b* + 1). Care este valoarea absoluta a diferentei numerelor a si b?

Demonstratie.
Solutia 1: Vom nota cu n = a — b, n € Z si Inlocuind a = b + n In relatia din enunt,
dupd reducerea termenilor asemenea se obtine n® — 2n? + n + 2bn? — 4bn +2b = 0 <

nn—12+2(n—-12=0 < (n—-1>%*mn+2b) =0. Cum n+2b = a + b > 0 rezultd
n=1<+<= a—-b=1 <= |la—b] =1|
Solutia 2: Desfacem parantezele in partea dreapta si regrupam. Astfel 2a?(b—1) + 2b*(a + 1) =
2ab(a+b)+2(b*—a?) = (a+b)[2ab+2(b—a)] <= (a+b)[2ab+2(b—a)] = (a+b)(a*+b*+1) <
20b+2(b—a)=a’>+ b +1 <= (b—a—-1?=0 < b—a—1=0 < |la—b =1|

Raspuns corect (vezi solutia video aici): [1]......... ... i 5p

Problema 13

Fie z, y, z € R care verifica sistemul

zy + 22 =10
yz +2x =10
xz + 2y =10

Notam cu S multimea valorilor pe care le poate lua x. Care este suma patratelor elementelor
multimii S?

Demonstratie.

Scadem din prima ecuatie pe cea de-a doua si obtinem xy —yz + 2z — 22 =0 <= y(oz —2) —
20 —2)=0 <= (z—2)(y—2)=0 <= x=zsauy=2.

20 +22=10 = 2 +2=95
r2+4=10 = 22=6

Inmultim cu z ecuatia z + z = 5 si obtinem 22 + 6 = 5r <= 2?52 +6=0 <
= 12 -2 —-32r+6=0 < (r—2)(r—3)=0 < x € {2, 3}. Inlocuind in una
dintre ecuatiile sistemului obtinem pentru z = 2 solutia z = 3 si pentru = = 3 solutia
z=2.

1. Daca y = 2 din prima si a treia ecuatie — {

ry+2r=10 = x+2=5
22 +2y =10
Prin scadere z(x —y) —2(zr —y) =0 = (z—y)(x —2)=0 = z=2sauz =y.

2. Daca z = z din prima si a treia ecuatie —
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e Dachx =y =2 = 2?+22 =10 Adunam 1 in ambii membri ai ecuatiei si aceasta
devine = (z+1)?=11 < z+1=+V/11 <= ze{V11 -1, —/11 —1}.

e Daca x = 2 rezulta ca si z = 2. Inlocuind in una dintre ecuatii obtinem y = 3.

Deci multimea solutiilor pentru x este S = {—\/11 -1, V11 -1, 2, 3}
Suma patratelor elementelor multimii S este

(—VII =12+ (VI =12+ 224+ 32 =11+ 1+ 2VIL+ 11 +1 - 2V11 +4+9 =[37].

Raspuns corect (vezi solutia video aici): |37] ... ... .. .. i 5p

Problema 14

ABCD este un trapez dreptunghic cu bazele AB si CD, m(£A) = 90°, AD = DC = a
si AB = 2a. Pe perpendicularele in C' si D, de aceeasi parte a planului trapezului, se iau
punctele E| respectiv F, astfel incat CE = 2a si DF' = a. Sa se determine distanta de la B
la planul (AEF) stiind ci a = 7v/3.

Demonstratie. Fie EF N CD = {M}, DC C (ABC), M € (ABC) si M € (AEF) pentru ca
M € EF si EF C (AEF). Asadar, AM = (AEF) N (ABC) — AM = (AEF) N (ABC).

B

E
Deoarece DF' || CE, DF = 02 = DF linie mijlocie iIn AMEC — MD =DC =0 =

MC =2a=ABsi MC | AB = AMCB paralelogram = AM || BC, AM C (AEF) =
BC'|| (AEF) si distanta de la B la planul (AEF') este distanta de la orice alt punct al dreptei
BC la (AEF).

AD = MD = CD = m(LMAC) = 90° (reciproca teoremei medianei), MA L AC
si MA L EC = MA L (ACE). Fie CP L AE, CP L AM = CP L (MAE),
asadar d(B, (AEF)) = d(C,(AEF)) = CP. Calculam aceasta distanta cu formula inaltimii

AC-CE  2aV3
AE 3

corespunzatoare ipotenuzei in triunghiul AAEC, deci CP =

de la punctul B la planul (AEF) este | 14|
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [14] ....... .. ... . L. 5p

= 14. Distanta
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Problema 15

Fie ABCDA'B'C'D’ o prisma patrulatera regulata cu AA’ = 12 em. Daca O este centrul
bazei ABCD, punctul M este mijlocul muchiei (DD’) si Z(OM,AC") = 60°, calculati
patratul distantei de la M la BD'.

Demonstratie. Notam latura bazei cu [ si AC' N BD' = {T}.
D, 4C'

A B

Diagonala BD' se calculeaza aplicdnd teorema lui Pitagora in ABDD' — BD' = +/2[? + 144.
OM este linie mijlocie In ADD'B = MO || BD' = Z(MO,AC") = Z(BD', AC") =
ZATB. In triunghiul dreptunghic AABD' cateta (AD') este mai mare decit cateta (AB), deci
ZATB este unghiul ascutit determinat de dreptele AC” si BD'. Asadar triunghiul AAT B este

AC’ VIE+12+144
5 —

echilateral, deci AB = [ = 5 = 4144 =412 —= [ =72 —

[ = 64/2. De aici mai obtinem ca diagonala bazei este DB = V2 = 12, deci ABDD' este

dreptunghic isoscel, prin urmare mediana DT este si inaltime si este jumatate din ipotenuza
e . . . BD'"  \/2-72+ 144

(teorema medianei in triunghiul dreptunghic), deci DT = = = 6v/2. Pe

de alta parte, daca N este mijlocul lui T'D’, atunci M N este linie mijlocie in ADTD' —

DT
MN || DT, DT L BD' = MN L BD'si MN = T 3v/2. Patratul distantei de la

punctul M la dreapta BD' este egal cu M N? = .
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [18] ...l 5p

Problema 16

Fie ABCDA'B'C'D’ cub de latura 241/3. Pe diagonala (AD’) consideram punctul M, astfel
incat AD" = 4AM. Aflati distanta de la M la planul (B'D'C).

Adrian Bud, Negresti Oag

Demonstratie.
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1. Vom demonstra mai intai ca AC" L (B'D'C') si apoi obtinem ca perpendiculara din M pe

acest plan este paralela prin M la dreapta AC".

« B'D' 1 (AA'C'C) pentru ca B'D" | A'C', B'D' 1 AA’, AA'n AC' = {A'},
AA" A'C" C (AA'C'C). De aici rezulta ca B'D’ este perpendiculara pe fiecare drepta
inclusa in acest plan, prin urmare B’'D" 1 AC’. (1)

« In mod similar demonstram ca B'C’ L AC". (2)

e Din (1)si (2), cum B'CNB'D' ={B'}, B'C, B'D' C (B'CD') = AC’" L (B'D'C).

. Notam cu G punctul de intersectie dintre dreapta AC’ si dreapta O'C. Stim ca CO’
este mediana in ACC'A" si ('S este mediana in ACC’A’, (am notat cu S intersectia

/
1
diagonalelor in dreptunghiul ACC"A’), deci gg =5 Aplicam teorema lui Thales pentru
G 06 1 2 21V/3
"ol A : — — AG = —-AC' = AG = —— = 48.
oc | C’slavemGA aC =35 & G 3C G 3 8

. Fie MN || AG, N € D'G. Cum AG L (B'D'C) = MN L (B'D'C) +=
d(M,(B'D'C)) = MN. Aplicam T F A pentru M N || AG in AD’AG si obtinem AD'MN ~

D'M MN MN 3

AD'AG = =—— < —— =- < MN=36 < |d(M,(B'D'C)) =36

D'A  AG AG 4 (M, ( )
Raspuns corect (vezi solutia video aici): [36] ............. ... i 5p
O
Problemele 1-16: ... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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