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§1 Solutii

Problema 1

S4 se determine numerele naturale de doua cifre ab si numéarul natural n cu proprietatea c
ab=2"-a+5"-b.

Demonstratie.

Sa observam mai intai ca, daca b # 0, in membrul drept al ecuatiei avem o putere a lui 5 care
creste foarte rapid la numere de 3 cifre. Daca n > 3, atunci 5 - b > 5" > 125 > ab. Ramane sa
cautam eventuale solutii printre valorile mici ale lui n, adica 0, 1 si 2.

o daci n =0 ecuatia devine ab=a+b <= 10-a+b=a+b < 9-a =0, fira solutie.

o dacii n = 1 ecuatia devine ab = 2-a+5-b <= 10-a+b=2-a+5b < 8-a=4-b <
<= 2-.a=b, de unde gisim solutiile ab € {12, 24, 36, 48}.

o dacd n = 2 ecuatia devine ab =4-a+25-b < 10-a+b=4-a+25-b <
< 6-a=24-b < a=4-bcusolutiile ab € {41, 82}.

Daca b = 0, atunci ecuatia devine a0 = 2" - a <= 10a = 2" -a <= 10 = 2", care nu are
solutie.

Barem:

o FExplica de ce ecuatia nu are solutii pentrun >3 ... ... ... ... 2p

o Rezolva cazul m = 0 ... .o e 1p

o Rezolva cazul m = 1 ... o 2p

o Rezolva cazul m = 2 ... 1p

o Rezolva cazul b= 0 ... .. .. e 1p
O

Problema 2

Mos Craciun are pentru Ana, Bogdan si Crina 9 pungi cu bomboane. In fiecare punga
exista un alt numar de bomboane reprezentat printr-o cifra nenula. Mosul vrea sa imparta
toate bomboanele celor trei copii in mod egal si fiecarui copil sa 1i dea acelasi numar de
pungi cu bomboane. In cate moduri diferite poate Mos Criciun si imparta bomboanele?

Demonstratie.

In cele 9 pungi sunt 1 +2+34+4+5+ 6+ 7+ 8 + 9 = 45 bomboane. Fiecare copil va primi
45 : 3 = 15 bomboane. Ideea principala este de a vedea in cate moduri distincte il putem scrie
pe 15 ca suma a trei cifre nenule distincte.

15=14+54+9=14+6+8=24+44+9=24+54+8=24+6+7=3+4+8=3+5+7=4+5+6.

Oricum ar imparti bomboanele, Mos Craciun trebuie sa dea si punga care are o singura bomboana
unui copil. Asa cum am aratat mai sus, pentru 1 combinatiile permise sunt 1+5+9 si 1+6+ 8.
Prin urmare, avem doar doua cazuri de discutat.
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o Daca alegem combinatia 1+5+9, atunci ramén pungile 2, 3, 4, 6, 7, 8. Singura combinatie
care ne convine pentru 2 este 2 + 6 4+ 7 pentru ca in oricare dintre celelalte apare 5 sau 9.
Prin urmare, grupele pe care le poate face Mosul sunt (1, 5, 9), (2, 6, 7) si (3, 4, 8).
Acestea pot fi distribuite copiilor in 6 moduri pentru ca aplicam principiul produsului:
pentru primul copil putem alege setul in 3 moduri diferite, pentru al doilea au mai ramas
doua variante, iar pentru al treilea una singura.

e Daca alegem combinatia 14+6+8, atunci raman pungile 2, 3, 4, 5, 7, 9. Singura combinatie
care ne convine pentru 2 este 2 + 4 + 9 pentru ca in oricare dintre celelalte apare 6 sau 8.
Prin urmare, grupele pe care le poate face Mosul sunt (1, 6, 8), (2, 4, 9) si (3, 5, 7).
Acestea pot fi distribuite copiilor in 6 moduri din aceleasi considerente ca la cazul anterior.

In consecinta, Mos Craciun poate sa imparta bomboanele respectand toate cerintele din problema
in 12 variante distincte.

Barem:
« Gaseste modurile de scriere a lui 15 ca suma de 3 cifre nenule distincte ... ........ ... 2p
 Justifica alegerea tripletelor (1, 5, 9), (2, 6, 7)si (3, 4, 8) ... ..o (. 2p
 Justifica alegerea tripletelor (1, 6, 8), (2, 4, 9)si (3, 5, 7). covviriiiiiii . 2p
e Demonstreaza ca numarul de moduri de distribuire a pungilor este 12 ... ......... ... 1p
]
Problema 3

O secventa de numere naturale se numeste clasica daca fiecare termen, incepand cu al
treilea, este suma celor doi termeni din fata lui. Un exemplu de secventa clasica este

1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
a) Cate secvente clasice exista in care al cincilea termen este 20247

b) Intr-o secventa clasica cu n termeni numarul termenilor impari este de doua ori mai
mare decat numarul termenilor pari. Care este restul impartirii lui 2" la 77

Demonstratie.
a) Primii cinci termeni ai unei secvente clasice sunt:

a, b, a+b, a+2-b, 2-a+3-0.

Deci 2 - a + 3 - b= 2024. Pentru a afla numerele a si b s& observam ca 2 -a : 2 si 2024 : 2, deci
3-b: 2. Cum 2 si 3 sunt numere prime intre ele, obtinem b : 2 <= b = 2b;. Inlocuim in ecuatie

si obtinem 2-a+43-2-b; =2024 <= a+3-b; =1012. Cum 1012=3-337+15si3-b; : 3 =
a = M3+ 1. Pe de alta parte a < 1012, deci a € {1,4,7,...,1012}. Numarul valorilor pe care le
poate lua a este 338 (il numaram si pe 0) si pentru fiecare valoare exista solutie unica si pentru
b, deci numarul secventelor clasice care il au pe 2024 al cincilea termen este 338.

b) Vom studia paritatea termenilor care apar intr-o astfel de secventd, care este data, evi-
dent, de paritatea primilor doi termeni.
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o daca primii doi termeni sunt pari, atunci secventa este de tipul
par, par, par, par, par, par,....
Prin urmare, toti termenii sunt pari, deci acest caz nu corespunde problemei noastre.
e daca primii doi termeni sunt impari, atunci secventa este de tipul
impar, impar, par, {mpar, Lmpar, par, . ...

In fiecare grupa de 3 termeni consecutivi doua numere sunt impare si unul este par.

— daca n = 3k, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni, numarul termenilor
impari este 2k si numarul termenilor pari este k, deci acest caz convine.

— daca n = 3k + 1, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni si ultimul
numar este impar. Numarul termenilor impari este 2k 4+ 1 si numarul termenilor pari este
k, deci acest caz nu convine.

— daca n = 3k + 2, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni si ultimele
doua numere sunt impare. Numarul termenilor impari este 2k + 2 si numarul termenilor
pari este k, deci acest caz nu convine.

» daca primul termen este impar si al doilea este par, atunci secventa este de tipul
impar, par, 1vmpar, {mpar, par, tmpar, .. ..
In fiecare grupa de 3 termeni consecutivi doua numere sunt impare si unul este par.

— daca n = 3k, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni, numarul termenilor
impari este 2k si numarul termenilor pari este k, deci acest caz convine.

— daca n = 3k + 1, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni si ultimul
numar este impar. Numarul termenilor impari este 2k 4+ 1 si numarul termenilor pari este
k, deci acest caz nu convine.

— daca n = 3k + 2, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni si ultimele doua
numere sunt unul impar si unul par. Numarul termenilor impari este 2k + 1 si numarul
termenilor pari este k£ + 1, deci nici acest caz nu convine.

e daca primul termen este par si al doilea este impar, atunci secventa este de tipul
par, impar, impar, par, impar, 1mpar, .. ..

In fiecare grupa de 3 termeni consecutivi doua numere sunt impare si unul este par.

— daca n = 3k, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni, numarul termenilor
impari este 2k si numarul termenilor pari este k, deci acest caz convine.

— daca n = 3k + 1, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni si ultimul
numar este par. Numarul termenilor impari este 2k si numarul termenilor pari este k + 1,
deci acest caz nu convine.

— daca n = 3k + 2, atunci se formeaza k grupe complete de cate 3 termeni si ultimele doua
numere sunt unul par si unul impar. Numarul termenilor impari este 2k 4+ 1 si numarul
termenilor pari este k£ + 1, deci nici acest caz nu convine.

In concluzie, o secventa clasica cu n termeni are numarul termenilor impari de doua ori mai

mare decit numarul termenilor pari daci si numai dacd n = 3k. Atunci 2" = 23% = 8% =
k e

= (7+1)" = M7+ 1. Restul impartirii lui 2" la 7 este egal cu 1.
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Barem:
e Scrie ecuatia2-a+3-b=2024siobtinea+3-0;, =1012 ... .. .. .. ... .. .. ... 1p
e Demonstreaza ca numarul cautat este 338 ... ... 1p
o Analizeaza complet cazul par, par ... ... .. 1p
o Analizeaza complet cazul impar, impar ... ... 1p
e Analizeaza complet cazul impar, par ... ... ... 1p
o Analizeaza complet cazul par, impar ... ... .. 1p
o Demonstreaza ca restul este 1 ... ... 1p

O

Problema 4
Determinati toate numerele naturale a, b, ¢ si d, astfel incat a > b > ¢ > d, a+b+c+d = 137
sibla,c|b, d]ec

Demonstratie.

Fiea>b>c>dcua+b+c+d=137.
Cumd|a,d|bsid|c = d|a+b+c+d = d|137. Cum 137 este numar prim obtinem
cad=1sia+b+c=136=2%17. Din c divide a si b rezultd c divide a + b + ¢ = 136.

Daca ¢ = 2, atunci a +b = 134. Cum b | asib < a = a =k -b k > 1si
a+b=(k+1)-b=134 =2 x 67. Din ipoteza stim ca b > ¢, deci b =67 si k + 1 = 2,
adica k = 1, ori asta nu este posibil pentru ca a > b.

Daca ¢ = 4, atunci a + b = 132. Cum ¢ | b si ¢ < b obtinem ca 4 | b, b > 4 si analog ca
la cazul anterior avem (k +1)-b =132 =22-3- 11, de unde b = 12 sau b = 44. Valorile
corespunzatoare pentru a sunt 120 si 88.

Dacd ¢ = 8, atunci a + b = 128 = 27 si b = 16 sau 32, pentru a gisim solutiile 112 si 96.
Daca ¢ = 17, atunci a + b =119 = 7 - 17 si in acest caz nu avem solutii.

Daci ¢ > 34, atunci deoarece ¢ | b => b >68sidinb|a = a > 136. In acest caz
a4+ b+ c+d > 137 si nu avem solutii.

In concluzie solutiile sunt (a, b, ¢, d) € {(120,12,4,1), (88,44, 4, 1), (112, 16,8, 1)(96, 32,8, 1)} .

Barem:
o Demonstreaza ca d = 1. ... .o 1p
o Analizeaza cazul € = 2. ... ... 1p
o Analizeaza cazul ¢ = 4. ... L 1p
o Analizeaza cazul ¢ = 8. ... ... 1p
o Analizeaza cazul c = 17. ... . 1p
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o Analizeaza cazul ¢ > 17, ... o 1p

o Scrie multimea solutiilor. ... ... . 1p
O

Problemele 1-4: ... ... . . . . 4% Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ .. .. Op
Total: 28p
Timp de Tucru: ... 3 ore

Solutii - Clasa a V-a http:\ \upper.school Pagina 6


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

	Soluții

