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§1 Solutii

Problema 1
k -+ p?
24

Pentru numarul prim p, p > 3 consideram multimea A, = { ke N k< 2024} .

Determinati cardinalul multimii A, N N.

Demonstratie.

O fractie este numar natural daca si numai dacs numitorul divide numaratorul. In multimea
2
4, = { k+p
24

evident, ne punem problema si aflim care sunt resturile lui p? la Impéartirea prin 24.
Cum p este numar prim mai mare decat 3, inseamna ca p poate fi doar de una dintre formele
Mos +1, Moy +5, Moy + 7, Moy + 11, Moy + 13, Moy + 17, Moy + 19, Moy + 23. In oricare
dintre restul variantelor, numarul p ar avea un divizor propriu, in unele cazuri 2, in altele 3.
Pentru a afla resturile lui p® la impértirea prin 24 vom aplica formulele (M, + b)* = M, + b? si

(Ma - b)2 = Ma + b2-
Moy + 1)2 = Moy + 1;

M24+5)2 = Moy + 25 = My, + 1;

ke N k< 2024} se afla acele elemente din A, care sunt numere naturale si,

M24+7)2 = Moy +49 = Moy + 1;

Moy +11)° = Moy + 121 = Moy + 1;

2
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o Moy +13)° = (Myy — 11)* = Moy 4 121 = Moy + 1;
o Moy +17)% = (Maoy — 7)* = Moy +49 = My, + 1;
o Mgy +19)° = (Maoy —5)% = Moy +25 = Moy + 1;
o (Myy +23)% = (Myy —1)° = Moy + 1.
+ p?

R . k
In consecintd p? — 1 : 24, oricare ar fi p numar prim mai mare decdt 3. Atunci =

24
k+lapi—1 k41 p*—1 2 k41
_k+ri+p _ 22+p24 Cum 2 eN:;LeN:»/@:mHzacum

24
k<2024 = 24t+23 <2024 < t€{0, 1, 2, 3,..., 83}. Cardinalul multimii A, "N este
84.

Barem:
o Scrie resturile lui p la Tmpartirea prin 24 ... .. ... 1p
o Demonstreaza p? — 1124 ... 2p
o Obtine kb = 24t + 23 ... o 2p
o Demonstreaza ca numarul cautat este 84 ... ... ... .. . . 2p
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Problema 2

Pe o tabla de dimensiuni 1 x 2024 in primele 7 patrate din stanga tablei sunt plasate 7
monede, cate o moneda in fiecare patratel. Ana si Bianca joaca un joc dupa urmatoarele
reguli: se ia orice moneda si se muta in dreapta cu un numar oarecare de patratele, cu
conditia ca doua monede nu pot fi plasate in acelasi patratel si nici nu se poate sari peste o
alta moneda. Pierde acea fata care nu mai poate efectua miscari. Ana incepe jocul. Aflati
cine are strategia castigatoare si care este aceasta daca ambele fete joaca fara greseala.

Demonstratie.

Ana are strategie castigatoare. Notam monedele cu A, B, C, D, E, F, G in ordine de la
stanga la dreapta. Ana muta moneda GG pana in coltul tablei. Coloram monedele E si F' in rosu,
C' si D in galben, A si B in albastru. La fiecare miscare efectuata de Bianca, Ana raspunde cu
miscarea celeilalte monede de aceeasi culoare cu acelasi numar de patratele.

Barem:
o Descrie prima MUATE ... ... 2p
o Descrie strategia castigatoare ... ... ... . 5p
O
Problema 3

Se considera triunghiul AABC. Vom nota cu I, punctul de concurenta al bisectoarei
interioara a unghiului ZBAC si bisectoarelor unghiurilor exterioare triunghiului AABC
cu varfurile in B si C. Definim In mod analog si punctele I, I.. Notam cu I punctul de
intersectie al bisectoarelor interioare ale triunghiului AABC'. Demonstrati ca punctul I este
ortocentrul triunghiului 7,7,1..

Demonstratie.

Vom demonstra ca punctele I,, A si I, sunt coliniare.

a

Acest lucru nu este dificil de realizat pentru ca un lucru cunoscut este ca masura unghiului
determinat de bisectoarele a doua unghiuri adiacente este jumatate din suma lor, in particular,
daca unghiurile sunt si suplementare, atunci unghiul determinat de bisectoare este drept. Altfel,
dacd vom considera punctul X pe prelungirea lui AB, dincolo de A, atunci m(ZI,Al,) =
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m(£LI,AC)+ m(LCAL) = m(lé?AC)+ m<4§AX) = 90°. Asadar, AI, 1L Al,. Analog se
demonstreaza si ca Al. 1 Al,, iar din unicitatea perpendicularei intr-un punct pe o dreapta
rezultd ca punctele I, A si I, sunt coliniare si dreapta I,I, este dreapta Al,. In mod analog
se demonstreaza si ca punctele [, C' si I, respectiv I,, B si I. sunt coliniare si in triunghiul
AN, I 1. altimile sunt I, A, I, B, respectiv I.C, care sunt si bisectoarele interioare ale triunghiului
AABC, care sunt concurente in I, deci I este ortocentrul triunghiului AZ,I,1..

Barem:
e Demonstreaza ca Al, L Al ... 2p
o Justifica de ce punctele 1., A, I sunt coliniare ... ............ ... ... ..ol ... 3p
o Afirma ca Al,, BI,, C'I. sunt inaltimi in AI,I,1. si I este ortocentru ... ............. 2p
]
Problema 4

Determinati cel mai mic numar natural nenul n care are cel putin 7 divizori pozitivi pe care
fi notam 1 =d; < dy <ds < ...<d, =n sicare verifica relatiile

d7:2d5—|—181d7:3d4—1

Kyiv City MO

Demonstratie.

Ni se da un numar natural nenul n care are k > 7 divizori
1:d1<d2<...<dk:n,

astfel incat d; = 2d5 + 1 si dy = 3dy — 1. Egaland aceste doua relatii obtinem 3dy — 2d5 = 2. De
aici rezulta ca dy este numar par, deci dy = 2 pentru ca este primul factor prim din descompunere
si daca ar fi diferit de 2, atunci toti divizorii ar fi impari. Deci dy = 2t. Inlocuind d, in ultima
relatie obtinem

d; =6t—1 (1).

Mai departe il inlocuim pe d; in prima relatie si obtinem
Despre t observam ca:

o t nu poate fi 2 pentru ci atunci dy = 4 si deci d3 = 3. Inlocuind in (1) obtinem d; = 11 si
din relatia (2) obtinem ds = 5. Cum doi dintre divizori sunt 2 si 3, rezulta ca si 6 este un
divizor, adica dg. In plus, 2 - 5 | n, deci d; < 10, contradictie cu d; = 11.

» Dacat = 3, atunci dy = 6, prin urmare si 3 este un divizor al numarului n si atunci ds = 3.
In final, din relatia (2) obtinem ds = 8, adica primii 5 divizori sunt 1,2, 3,6, 8 ceea ce este
imposibil pentru ca si 4 ar trebui sa fie un divizor.

o Daca t =4, atunci dy = 8 si din relatia (1) obtinem d; = 23 si din (2) obtinem d5 = 11.
Primii 7 divizori sunt (dy, ds, ds, dy, ds, ds, d7) = (1,2,4,8,11,22,23). Am gasit astfel un
numar n = dy - ds - d7 = 8- 11 - 23 = 2024, care satisface toate conditiile problemei.
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Pentru a demonstra minimalitatea lui n sa observam ca tripletul (ds, ds,d;) = (t,3t — 1,6t — 1)
este format din trei numere prime intre ele, si deci n se divide cu produsul lor. Vom nota
P(t) = (3t — 1)(6t — 1). Atunci 2024 = 2 - P(4) < P(5) < P(t), oricare ar fi t > 5. In concluzie
2024 este cel mai mic numar care satisface relatiile din enunt.

Barem:
o Obtine do = 2 .o i 1p
o JUSHTICA £ £ 2 o o 1p
o JUSHICA £ £ 3 oo o 1p
o Gaseste solutia n = 2024 ... .. 2p
e Demonstreaza minimalitatea lui 2024 ... ... .. .. . e 2p
O
Problemele 1-4: ... ... . . . 4% Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... .. Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 3 ore
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