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§1 Solutii

Problema 1

Folosind cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 formam toate numerele de 7 cifre distincte. Cate dintre
acestea sunt divizibile cu 117

Demonstratie.
Vom nota cu abcde fg numarul format cu cele 7 cifre sicu S =a—-b+c—d+e— f+g.

Stim ca abedefg : 11 <= S :11. Mainotam cu P =a+c+e+gsi N =b+d+ f, deci
S = P — N. Cea mai mare valoare a sumei S se obtine cand P este maxim si N minim, deci
Smaz = (4+5+6+7) — (1 +2+ 3) = 16. Cea mai mica valoare a sumei S se obtine cind P
este minim si N maxim, deci Sy = (1 +2+34+4) — (5+6+7) = —8. Cum S trebuie sa se
divida cu 11 si —8 < S < 16, avem solutiile S = 0 si § = 11. Suma primelor 7 numere intregi
pozitive este 1 +24+3+4+ 5+ 6+ 7 = 27 si cum fiecare numar contribuie strict la una dintre
P si N, obtinem P+ N = 28.

e Cazul § = 11. Asta implica P — N = § = 11. Cum P + N = 28, obtinem prin insumare

39
2P =39, adica P = 5 ¢ 7, deci cazul acesta nu are solutii.

e Cazul S=0.Din P— N=S=0avem P = N si cum P+ N = 28 obtinem P = N = 14.
Gasim toate grupele formate din 3 cifre de la 1 pana la 7 care au suma 14 si vedem ca
acestea sunt

(7,6,1),(7,5,2),(7,4,3), si (6,5,3).

Celelalte 4 cifre vor fi cele care raman dupa prima selectie, deci am avea exact 4 posibilitati
de a imparti cifrele ca sa se respecte proprietatea. Pentru fiecare impartire exista 3x2x1 =
6 variante de a permuta cele 3 cifre din NV si 4 x 3 x 2 x 1 = 24 variante pentru cele din P
si obtinem 6 x 24 = 144 de numere pe care le putem genera dintr-o impartire stabilita.
Cum sunt 4 impartiri distincte, obtinem 4 x 144 = 576 de numere Intregi de 7 cifre formate
din cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 care sunt divizibile cu 11.

Barem:
e Obtine valorile maxima si minima pentru suma S ... ... .. .. .. . i L 1p
e Demonstreaza ca in cazul S = 11 nu exista solutii ... ........ .. ... ..o 2p
e Determina distributiile cifrelor dupa paritatea pozitiei ... ............. ... ... ... ... 3p
e Determina si justifica rezultatul final ... ... .. .. .. . 1p
O
Problema 2

In cubul ABCDA'B'C' D’ notdm cu M, N, P mijloacele muchiilor AB, B'C”, respectiv DD
a) Aflati cosinusul unghiului determinat de dreapta C'M si planul (M N P).

b) Determinati punctele I € CM si J € PN pentru care IJ L CM si IJ L NP.

Demonstratie.
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a) Vom nota AB = 2a. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ABCM si
obtinem CM? = CB?+ BM? = 44’ +a? = 5a> <= CM = a+/5. In mod similar obtinem
si cdi CN = CP = ay/5, deci piramida CM NP are muchiile laterale congruente, deci
perpendiculara din C' pe planul (M N P) intersecteaza planul (M N P) in centrul cercului
circumscris triunghiului AMN P.

Vom demonstra ca triunghiul AM N P este echilateral. Asta se obtine, fie din ABMN =
AD'PN = ANAM P, fie aplicind teorema lui Pitagora in fiecare dintre cele 3 triunghiuri
de mai sus. Din MN? = BM? + BN? obtinem M N = a+/6. Lungimile segmentelor (N P)
si (PM) se calculeaza similar.

Prin urmare, centrul cercului circumscris triunghiului echilateral AM N P, pe care 1l notam

MN~v3 6-v3
\/_: a\/_g \/_:aﬁ fata de punctul M.

cu O, se afla la distanta

CO L (MNP)
O € (MNP) — Proune)(CM) = MO — Z(CM,(MNP)) = ZCMO.

M e (MNP)
In triunghiul ACOM, dreptunghic in O

OM a2 VTD

cos(LCMO) = = =
CM a5 5
Dl Cl
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1 I ’,’
1 1 7 .’
‘l Il,,' Pt 2a

b) Vom nota cu R mijlocul lui (BC) pentru a vedea sectiunea determinata de planul (DD’'N)
in cub. Cum DD’ || NR = punctele D, D', N, R sunt coplanare. Vom demonstra
ca CM L DR. Din DC = CB, CR = BM si m(£DCR) = m(ZCBM) = 90° —
ADCR=ACBM = ZCDR=/ZBCM. Dar ZCDR si ZDRC sunt complementare,
deci si ZBCM si ZDRC sunt complementare, de unde DR L C'M. Vom nota cu I punctul
de intersectie al dreptelor DR si C'M.

CI L DR

CI L DD
DR,DD' C (DD'N)
DRNDD' = {D}

—s CI L (DD'N).

In planul (DD'N) construim I.J L PN, J € PN. Aceasta este perpendiculara comuna a
dreptelor C'M si PN. Perpendicularitatea pe PN e clara din constructie, iar pe C'M din
faptul ca CM L (DD’'N) in care este inclusa si dreapta I.J.
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Barem:

» Demonstreaza ca proiectia lui C' pe planul (M N P) este centrul cercului circumscris

AMN P o 1p
o Obtine cos = \/51_0 .................................................................. 1p
o Demonstreaza CM L (DD'N) ... oo 2p
o Comnstruieste IJ L PN .. 2p
o Justifica faptul ca I.J este perpendiculara comuna ... ............... ... ... ... ... 1p

O

Problema 3

Se considera numerele a, b, ¢ € (0,00) cu proprietatea abc = 8. Aratati ca

1 1 1 3
+ + <.
ab+2a+8 bec+20+8 ca+2c+8 16

Mihaela Berindeanu

Demonstratie.

1/1 1 2
Vom aplica inegalitatea <--4+-] = Tty > , adica m, > my,.
4\z vy 2 11
— + —
r y

1 _ 1 <1< 1 N 1 )
ab+2a+8 (ab+4)+ (2a+4) ~ 4\ab+4 2a+4

, 8
sicum ab = - =
c

IN

1 1/ ¢ 1
ab + 2a + 8 4<4c+8+2a+4> (1)
Analog, obtinem
1 1/ a 1
bet 20+ 8 4<4a+8+2b—|—4> 2)
1
4

1 b n 1 3)
ac+ 2c+ 8 4b+8  2¢c+4

IN

IA
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Suma (1) + (2) + (3) este:

1 1 1
+ + <
ab+2a+8 bec+20+8 ca+2c+8

<lc+1+a+1+b+1<:>
T4 \4c+8 2a+4 4a+8 2b+4 4b+8 2¢+4

1 n 1 n 1 <1 a—+2 n b+2 n c+2
ab+2a+8 bc+204+8 ca+2c+8 " 4\4(a+2) 4(0b+2) 4(c+2)
1 n 1 n 1 <1<1+1+1>
ab+2a+8 bc+20+8 ca+2c+8 " 4\4 4 4
1 1 1 3
+ + < —.
ab+2a+8 bc+20+8 ca+2c+8 7 16
1 1
Cazul d litat 1 t =b=c=2 —= _
azt eeigalaea;)re o¢ pentra ¢ ab+2a+8+bc+2b+8+ca+2c+8
=3 — = —.
44+4+8 16
Barem:
1/1 1
o Aplica inegalitatea < - ( ) ............................................. 3p
r+y 4\ vy
o 8
o Substituie ab = — ... 3p
c
o Aduna relatiile si finalizeaza ... ... . 1p
O

Problema 4

Fie n = @yas - - ax_1ax un numar natural cu k cifre. Definim T'(n) astfel:

« Daca k este par, atunci T'(n) = ayas + azay - - - + aGp_1ax.

« Daca k este impar, atunci 7'(n) = a1 + @2a3 - - - + Gx_10%.

De exemplu, 7'(123) =1+ 23 = 24 si 7(2021) = 20 + 21 = 41.
Demonstrati ca:

a) 99| 7(99 - n), oricare ar fi n un numar natural;

b) printre oricare 198 numere intregi pozitive consecutive cel mult egale cu 2000000 exista
cel putin unul astfel incat T'(n) | n.

Olimpiada Mexic

Demonstratie.
a) Vom demonstra ca 7'(99n) se divide cu 9 si cu 11, cum (9,11) = 1 rezulta concluzia.

i) Fie 99n = @yas - .- arp_1ax, unde k este numar par.

T(99n) = a1az + azaq + - -+ + Gp—rar = 10(ar +ag + -+ ap-1) + (a2t as + -+ +ax) .
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o Divizibilitatea cu 11

11| 99n = aray - ap_1a; <
1] —(ar4+as+--Fap1)+(as+as+ - +ay) <
11| -11(a1+a3+-++ap1)+10(a1 +az+ -+ ap1)+ (a2 +as+ -+ + ap) <
11| —-11(a; +ag+---+ap_1) +7T(99n) < 11| T(99n).

e Divizibilitatea cu 9

91990 =ayaz ... ap_1ar, <=
IYla+ar+-+a = 9|lar+a+--+a+9 (@ +az+ -+ ar1) =
9|10(a1+a3+---+ak_1)+(a2+a4+---+ak) <~ 9|T(99n)

i1) Fie 99n = ayay . .- ar_1ax, unde k este numar impar.
T(99n) = a1 + @03 + Gyas + - + ap1ap = 10 (ag + ag + -+ +ap_1) + (a1 +az + -+ ag) .

o Divizibilitatea cu 11

11| 99n = aray .- ap_1a; <
| —(ar+az+--+ar) +(ae+as+ - +ap) =
11| —=(ar4+ag+--+ap) —10(as+ag+ - +ap1) + 1l (aa+ay+ -+ ap) <
11|11 (ag+ag+ -+ ag_1) —T(99n) <= 11| T(99n).

e Divizibilitatea cu 9

91990 =ayaz . .. ap_1ar, <=
9lar+ar+---+ar <= 9|ar+a+ - +a+9(a+a+ - +a1) =
9110(as+as+ -+ ap_1) + (a1 +as+---+a,) <= 9| 7T(99n).

Asta incheie demonstratia.

b) Ne vom uita la numerele mai mici decat 2.000.000 care sunt multipli de 99, adica la numerele
n = 99p. Conform punctului a), in aceste cazuri, T'(n) este un multiplu al lui 99, iar cea mai
mare valoare a lui T'(n) se obtine pentru numerele 999.999, 1.989.999, 1.999.899 si 1.999.998.
Asadar T'(n) € {99, 2-99, 3-99}. Din 198 de numere Intregi consecutive exista un numar care
sa fie divizibil cu 198 = 2- 99, deci am avea un numar par divizibil cu 99. Daca T'(n) este 99 sau
2-99, problema este gata din afirmatia anterioara,

T(n)|198 i 198 |n = T'(n) | n.

Altfel, mai avem de analizat cazul cdnd T'(n) = 3 - 99, caz in care n poate lua doar valorile
999.999, 1.989.999, 1.999.899 si 1.999.998.

e Numerele a = 1.989.999 si b = 1.999.899 nu sunt divizibile cu 99 - 3, sunt impare, deci nu
se divid nici cu 99 - 2, asadar, daca unul dintre cele 198 de numere selectate este a sau b,
atunci printre ele mai existd unul par divizibil cu 99. In cazul alegerii lui a il gisim cu
siguranta si pe 1.989.900 sau pe 1.990.098, care verifica cerinta, iar in cazul alegerii lui b
mai gasim pe 1.999.899 sau pe 1.999.998, solutii ale problemei;

e 999.999 =99 - 3-3.367, 7(999.999) =99 -3 = T'(n) | n;

e n=10999.998 = 99 - 3 - 6734, T(1.999.998) = 3-99 = T(n) | n.
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Barem:
o Demonstreaza T(99n) : 11 ... oo Ip
o Demonstreaza T(991) 19 ... oot 1p

o Afirma ca Intre 198 numere consecutive exista doua care sunt divizibile cu 99 ... . ... 1p

o Afirma ca T'(n) este 99 sau 2-99 In acest caz ... ... 1p

o Analizeaza cazurile T'(n) = 99 sau 2-99 ... ... i 1p

o Analizeaza cazul T(n) = 399 ... oo 2p
O

Problemele 1-4: ... ... . . . 4 % Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... . Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 4 ore
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