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§1 Solutii

Problema 1

Se considera punctele coliniare A, B, C' si D, situate in aceasta ordine pe dreapta d, astfel
incat punctul A este simetricul lui C' fata de B, punctul D este simetricul lui A fata de C
si AD = 28 cm. Lungimea segmentului determinat de mijloacele segmentelor (BC') si (BD)
este egala cu:

a) 7 cm b) 7,5 cm c) 10,5 cm d) 11 cm

Demonstratie. Punctul A este simetricul lui C' fata de B = AB = BC = a. Punctul
D este simetricul lui A fata de C = AC = CD = 2a. Pe de alta parte AD = AB +
BC+CD =4a < 4a =28 <= a = 7. Astfel, AB = BC =7 cm, CD = 14 cm si
BD=BC+CD=7+14=21 cm.
M N
A« B d ¢ 2 D

Notam cu M mijlocul lui (BC) si cu N mijlocul lui (BD). Atunci MN = BN — BM =

BD_BC_2_ 7T_M_rmm

2 2 2 2 2
RaASpUNS COTECt: [a) | ... o 5p

Problema 2

Punctele A, B, C, D sunt coliniare in aceasta ordine. Care dintre afirmatiile urmatoare este
falsa?

a) AD = AB + BC + CD b) BC = AD — CD
¢) BD - CD = BC d) AB+CD = AD — BC

Demonstratie. Afirmatia falsa este a doua pentru ca AD — CD = AB+ BC+CD —CD =
= AB + BC > BC. Restul afirmatiilor sunt adevarate. Afirmatia falsa este @

A B C D

RASpuUns corect: [ D) | ... 5p

Problema 3

Care este restul impartirii sumei a 6 numere naturale consecutive la 67

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3

Demonstratie. Resturile impartirilor la 6 a trei numere naturale consecutive sunt 0, 1, 2, 3, 4, 5,
nu neaparat in aceasta ordine. Suma acestor 6 numere este de forma Mg+ Mg+ 14+ Mg + 2+
Mg + 3+ Mg+ 4+ Mg+ 5 = Mg+ 15 = Mg+ 3. Restul impartirii este .

Raspuns corect: [d) | ... 5p
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Problema 4

Determinati produsul numerelor naturale a, b si ¢, stiind ca a este numar prim, a+b+c = 48
sib-b+c=130.

a) 360 b) 1050 c) 2010 d) 1000

Demonstratie. Adunand cele doua relatii obtinem a + 6b + 2¢ = 178. Cum 6b, 2¢ si 178 sunt
numere pare, rezulta ca si a este numar par, dar este si prim, deci a = 2, acesta fiind singurul
numar prim si par.

Inlocuim pe a in prima relatie si obtinem b+ ¢ = 46, dar si 5 - b+ ¢ = 130. Scadem cele dous
egalitati si obtinem 4 -b =84 = b = 21 si ¢ = 25. Produsul celor trei numere este a-b-c =

=2-21-5=[1050]

RAspuns corect: [ D) | ... 5p

Problema 5

Care este suma tuturor cifrelor a pentru care numerele 12 si 937a sunt prime intre ele?

a) 10 b) 15 c) 25 d) 20

Demonstratie. Pentru ca cele doua numere sa fie prime intre ele este necesar ca 937a sa nu fie
divizibil nici cu 2, nici cu 3 pentru c& 12 = 22 - 3, deci factorii primi din descompunerea lui 12
sunt 2 si 3.

e 937a nu se divide cu 2 daca si numai daca a € {1,3,5,7,9}.
e 937a nu se divide cu 3 daca si numai daca suma cifrelor nu este divizibila cu 3. Este
necesar sa verificam fiecare caz In parte.

— a =1 = suma cifrelor este 94+ 3+ 7+ 1 = 20 care nu este divizibil cu 3, deci acest
numar verifica cerinta problemei;

— a =3 = suma cifrelor este 94 3+ 7+ 3 = 22 care nu este divizibil cu 3, deci acest
numar verifica cerinta problemei;

— a =5 = suma cifrelor este 9 + 3 + 7 + 1 = 24:3, deci acest numar nu verifica
cerinta problemei;

— a =7 = suma cifrelor este 94+ 3+ 7+ 1 = 26 care nu este divizibil cu 3, deci acest
numar verifica cerinta problemei;

— a =9 = suma cifrelor este 94+ 3+ 7+ 1 = 28 care nu este divizibil cu 3, deci acest
numar verifica cerinta problemei;

Valorile lui a pentru care se respecta cerinta problemei sunt 1, 3, 7 si 9, iar suma lor este .

Raspuns corect: [d) | ... ... 5p
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Problema 6

Unghiurile ZAOB, ZBOC, ZCOD, ZDOA sunt unghiuri in jurul unui punct O, astfel
incat (OB si (OD sunt semidrepte opuse si ZAOB = 6-2°, ZBOC = 3-2°+20°, ZDOC =
3 - 2° + 10°. Calculati masura unghiului ZAOD.

a) 75° b) 30° c) 62° d) 72°

Demonstratie. Semidreptele (OB si (OD sunt semidrepte opuse, deci ZBOD = 180°. Dar
/ZBOC + £COD = ZBOD <= 3z° 4 20° + 32° + 10° = 180° <= 6z° + 30° = 180° <=
6x° = 150°. De aici obtinem ZAOB = 62° = 150° si ZAOB+ ZAOD = 180° +—

ZAOD = 180° — 150° = [30°]

C

3x°+410° 3x°+20°

RAspuns corect: [ D) | ... 5p

Problema 7

Se considera multimea
A= {abcba € N | abcba : 36 si ab este numar prim} :

Care este diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic element al multimii A?

a) 44444 b) 43444 c) 37584 d) 43344

Demonstratie. Elementele multimii A sunt numere divizibile cu 36, deci acestea se divid si cu 4

si cu 9 pentru ca 36 =4 -9, iar (4,9) = 1. Pentru ca 4 | abcha = a este cifrd para si ba:4.

o Ca numarul abcba sa fie cel mai mare, trebuie ca a si fie cAt mai mare si vom ciuta mai
intai solutii pentru a = 8. Numerele prime de doua cifre care incep cu 8 sunt 83 si 89, dar
nici 38, nici 98 nu se divid cu 4. Pentru a = 6 numerele prime de doua cifre sunt 61 si
67. In ambele situatii rasturnatele se divid cu 4, dar noi il ciutam pe cel mai mare si il

alegem pe 67. Din conditia 67¢76:9 = 6+ 74+c+7+6=26+c:9 < c=1, deci
cel mai mare element al multimii A este 67176.

o Pentru a gasi cel mai mic element al multimii A vom alege mai intai ca a sa fie cat mai
mic si, cum a este cifra para, rezulta a = 2. Cel mai mic numar prim de forma 2a este 23,

iar 32:4. Din 23¢32!9 = 243 +c+3+2=10+c:9 = c= 8. Asadar, cel mai mic
element al multimii A este 23832.

Diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic element al multimii A este 67176 — 23832 =|43344 |.
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Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 8

Care este numarul de submultimi ale multimii {1,2,3,4,5} care au produsul elementelor
numar par?

a) 32 b) 23 c) 24 d) 25

Demonstratie. Ca produsul elementelor sa fie numar par e necesar ca o astfel de submultime sa
contina numarul 2 sau numarul 4 sau pe ambele.

o Submultimile care 1l contin doar pe 2 se obtin adaugandu-l pe acesta la fiecare submultime
a multimii {1, 3,5}. Aceasta are 2® submultimi, deci avem pand acum 8 submultimi;

o Submultimile care il contin doar pe 4 se obtin adaugandu-l pe acesta la fiecare submultime
a multimii {1, 3,5}. Aceasta are 23 submultimi, deci avem alte 8 submultimi;

e Submultimile care contin si pe 2 si pe 4 se obtin adaugdnd aceste elemente la fiecare
submultime a multimii {1, 3,5}. Aceasta are 2% submultimi, deci avem inc& 8 submultimi.

In concluzie, numéarul de submultimi ale multimii {1,2,3,4,5} care au produsul elementelor

numar par este .
RaASPpUNS COTECt: | C) | .. i 5p

Problema 9
Cate elemente ale multimii A = {2%-5° | a,b € N, a < 10, b < 10} se divid cu 10, dar nu
se divid cu 10%?

a) 20 b) 19 c) 18 d) 21

Demonstratie. Numerele care sunt divizibile cu 10, dar nu cu 102, au in descompunerea lor in
factori primi cel putin un factor de 2 si unul de 5. In plus, ele pot avea mai multi factori de 2
sau mai multi factori de 5, dar nu ambele simultan. Cu alte cuvinte, numerele care respecta
cerinta problemei sunt de forma

e 2-5% unde 2 < b < 10
e 2¢.5 unde 2 <a <10
e 2.5,

Totalul numerelor din multime care se divid cu 10, dar nu se divid cu 10% este 9+ 9+ 1 =[19].

Raspuns corect: [b)| .. ... 5p
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Problema 10

Determinati cate numere naturale de forma ab7c divizibile cu 25 au proprietatea cd numarul
ab este patrat perfect?

a) 12 b) 18 c) 6 d) 5

Demonstratie. Numerele care se divid cu 25 au ultimele doua cifre 00, 25, 50 sau 75, deci ¢ = 5.
Numarul ab este patrat perfect, deci poate fi 16, 25, 36, 49, 64 sau 81, adics ia 6 valori. Numarul
de numere naturale de forma ab7c divizibile cu 25 si pentru care numirul ab este patrat perfect
este egal cu [6].

RASPUNS COTECt: [C) | ..ot e e op

Problema 11

Pentru cate valori ale numarului natural n fractia este numar natural?

n
a) 1 b) 2 c) 4 d) 6
. n+1 . o .. . . .
Demonstratie. T €N <= 3n+4|7n+ 1. Dar orice numar se divide cu el insusi, adica
n
3n+4|3n+4.

3n+4|mm+1
3n+4|3n+4

3n+4|3(Tn+1)
3n+4|7(3n +4)

3n+4|21ln+ 28
3n+4|25 < 3n+4¢€{l1,5,25}. Singura solutie se obtine pentru 3n +4 =25 <= n=7.

{ 3n+4]2ln+3

este numar natural este

Numarul de valori ale numarului natural n pentru care fractia

egal cu .
RASPUNS COTECE: [a) | ... i op

n —+

Problema 12

Pentru cate numere naturale ab expresia (a + b) - (% + E) : (% - %) este cubul unui
numar natural?

a) 1 b) 8 c) 9 d) 10

Demonstratie.

(a+b)- (ab+ba)- (ab—ba) = (a+b)- (1la+11b)- (9a —9b) =32-11-(a+b)*- (a —b). Ca
acest numar si fie cub perfect este necesar ca 11 sa dividd (a + 0)? - (a — b). Cum 11 este un
numar prim rezulta ca 11 | (a + b)? sau 11 | a — b.
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e 11](a+b)? = 1l1|a+bdar0<a+b<18 = a+b = 11. De aici obtinem ca
a—0b=3,deci a ="7sib=4siobtinem o singura solutie ab = 74;

e l1|a—ba—b<9 = a—b=0,iar (a+b)- (%—i—%)' (%—%) = 0, care este cub
perfect. Avem alte 9 solutii in acest caz.

Numérul numerelor ab care verifici cerinta problemei este [ 10].

Raspuns corect: [d)| ..... ... 5p

Problema 13

Numerele naturale acbc scrise in baza 10 verifica relatia
acbc = acb - ¢ + acb + c.

Pentru cate dintre aceste numere are loc relatia a # b # ¢ # a?

a) 81 b) 72 c) 64 d) 56

Demonstratie. acbc = acb-c+ach+c¢ <= 10-acb+c=acb-c+achb+c <= 10-achb =
acb-c+ach < 10=c+1 <= c=9. Numerele pe care le ciutam sunt de forma a969 si au
toate cifrele distincte, deci a si b nu pot lua valoarea 9. Cifra a poate lua 8 valori, oricare din
multimea {1,2,3,4,5,6,7,8}, iar cifra b ia tot 8 valori pentru ca b poate fi si 0. Numarul total
al acestor numere este egal cu 8 -8 = |64].

RASPUNS COTECE: [C) | ..o op

Problema 14

Care este numarul de numere naturale de 4 cifre care au descompunerea in factori primi
egala cu ¥ - Ty - yx?!

a) 8 b) 2 c) 6 d) 1

Demonstratie. Cautiam numerele de 4 cifre abed care au descompunerea in factori primi o¥ -7y -7z,
deci z, Ty si yT sunt prime. De aici observam ca x poate lua valorile 3, sau 7, iar y poate lua
valorile 1, 3, 7 sau 9. Perechile care convin sunt (z,y) € {(3,1), (3,7), (7,1), (7,3), (7,9)}.
Vom verifica in care dintre aceste cazuri obtinem numar de 4 cifre.

e 3'.31-13 = 1209, convine ca solutie;
e 37.37-73 > 10000, deci nu este solutie;
o T1.71-17 = 8449, convine ca solutie;
o 73.73-37 > 10000, deci nu este solutie;

o 72-79-97 > 10000, deci nu este solutie.

Numarul de numere naturale de 4 cifre care respecta cerinta este .

Raspuns corect: |b) | ... 5p
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Problema 15

b 023 LEC

= 2024, atunci

Daca numerele rationale nenule a, b, ¢ verifica relatiile

. a+c y
valoarea raportului este egala cu:

142023 - 2024 d 1+ 2022 - 2023

202 b) 2022
2) 202 )2 ) 20232024 ) 50222023
Demonstratie.
b b b
D 9093 e L2 20023 e 2 = 2022
a a a a
b+c b ¢ c
= 2024 -+ - =2024 - = 2023
b < b -+ b < b
De aici obtinem
b ¢ a 1
2.8 29022202 e R S
a b 0 023 c 2022 - 2023
Atunci,
a—i—c_g_{_g_ 1 - 1+ 2022 -2023
c ¢ ¢ 20222023 20222023
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 16

Pe o dreapta d se considera punctele Ay, As, ..., Ag in aceasta ordine si un punct O nesituat
pe d astfel incat (OA, este bisectoarea unghiului ZA;0A3, (OA3 este bisectoarea unghiu-
lui ZA10A,, (OAg este bisectoarea unghiului ZA;0Az7, (OA; este bisectoarea unghiului
LAgOAg, unghiurileZ A0 A5 si £LA30 Ag sunt unghiuri drepte. Se stie ca masura unghiului
LALOA5 este egala cu cea mai mica dintre masurile unghiurilor ZA;0A, si £LA7;0As.
Determinati masura unghiului ZA7;0 As.

a) 10° b) 12° c) 72° d) 9°

Demonstratie. Vom nota cu = m(£A10A,) si cu y = m(£LA;0Ag).

A A, As A A As A Ag

Stim ca m(£A30A;) = m(£LA10Ay) = x si m(4430A4) =m(£LA10A3) = 2x. Mai stim si ca
y =m(LA70Ag) = m(LAcOA;) = m(£LA50Ag). In plus,

m(£LA0As) = x + 2z + m(LALOA;5) = 90°

m(LA30Ag) = 2x + m(LAOA5) + 3y = 90°

De unde 3z = 2z + 3y, deci x = 3y. Cum m(£LA4O0A;5) este minimul dintre x si y, deducem ca
m(£A0As) =y, deci 3z + y = 10y = 90°, adicid m(£A;0As) =[9°].
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Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

O
Problemele 1-16: . ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p
Total: 100p
Timp de Tucru: ... 2 ore
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