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§1 Solutii

Problema 1
Stiind cd a - ¢ = =5 si b = —6, calculati (—4a) - (—=b) - (—2¢).

a) 30 b) —120 c) 240 d) —240

Demonstratie. (—4a) - (—=b) - (—=2¢) = (=4)-a-b-2-c=(=8)-(=6)-a-c=
— 18- (=5) = [—240]

Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 2

Masurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proportionale cu numerele a, b si a 4+ b, unde
a, b € N*. Care este masura celui mai mare unghi al triunghiului?

a) 80° b) 90° ¢) 120° d) 150°

Demonstratie.

Fie AABC in care unghiul ZA este unghiul de masura mai mare. Atunci

/B /C /A  /B+/C+ZA 180° 90°
a b a+b a+b+a+b  2a+20 a+b

Din egalitatea dintre a treia si ultima fractie obtinem ca ZA = 90°, deci unghiurile /B si ZC
sunt unghiuri ascutite, prin urmare, unghiul de masura mai mare are masura de .

Raspuns corect: |b) | . ... 5p

Problema 3

In triunghiul ascutitunghic AABC cu mésura unghiului ZBAC = 42° vom nota cu H
ortocentrul triunghiului. Masura unghiului ZBHC' este egala cu:

a) 128° b) 118° c) 138° d) 48°

Demonstratie. Notam cu Bj piciorul perpendicularei din B pe latura AC si cu C) piciorul
perpendicularei din C pe AB.
A
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In patrulaterul AC,H B, unghiurile C; si B, sunt drepte, deci ZA + ZC1HB; = 180° +—=
/C1HB; = 180° — 42° = 138°. Pe de alta parte, /BHC = /BiHC; = masura unghiului

/BHC =[138°].
RASPUNS COTECt: [C) | ..ot e e op

Problema 4
Daca 22 = 49 si y? = 64, aflati cea mai mici valoare posibila a diferentei z — y.

a) —1 b) —113 ¢) —15 d) 1

Demonstratie. x* =49 <= =z € {-7,7}, iar y*> = 64 <= y € {-8,8}. Calculdm pe rand
diferentele si obtinem x —y = -7—-8=-15, 2 —y=-7—(-8) =1, —y=7—8=—1si
r—y="T-(—8) =15. Cel mai mic dintre aceste patru numere este .

RASPUNS COTECt: [C) | ..ot e e op

Problema 5

Pretul unui tablou creste in fiecare an cu 10%. Daca un tablou costa 3650 € la 31 decembrie
2023, cat va costa tabloul respectiv la data de 31 decembrie 20257

a) 4512, 3 € b) 4450,2 € c) 4416,5 € d) 4425,6 €

10
Demonstratie. Dupa scumpirea din anul 2024, pretul tabloului va fi 3650 + 100 3650 =

3650 4+ 365 = 4015 €. Dupa scumpirea din anul 2025, noul pret va fi 4015 + 100 - 4015 =

4015 4 401,5 = |4416,5 | €.
RASpUNS COTECt: |C) | .. i 5p

Problema 6
Determinati n € N stiind ca multimea A ={z € Z | 1 < |z|] < n+ 1} are 20 de elemente.

a) 11 b) 10 c) 20 d) 22

Demonstratie. Elementele multimii A sunt A = {+2,43,...,£(n + 1)}. Cel mai mic element
pozitiv al multimii A este 2 si cel mai mare element pozitiv este n + 1, deci sunt n elemente
pozitive si tot atatea negative. Cardinalul multimii A este 2n, deci 2n = 20 <= .

Raspuns corect: [b)| .. ... 5p
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Problema 7
Care este valoarea numarului n pentru care are loc egalitatea
1 (1 1 e 2 e 3 P 2023>_n—l—17
2023 2024 2024 2024 2024/ 4048 °
a) 2024 b) 6072 c) 6071 d) 2023
Demonstratie.
1 (1 1 41 2 1 3 n +12023)_n+1
2023 2024 2024 2024 2024/ 4048
L (1+1+1+2+1+3+ +1+2023) _ntl
2023 2024 2024 2024 2024/ 4048
1 2 3 2023 n+1
— - 1 202 - =
2023 ( 023+ 2024 * 2024 + 2024 + + 2024) 4048
1 14+2+34+...+2023 n+1
—— (202 =
2023 ( 023 + 2024 ) 4048
2023 - 2024
2 n+1
. 1202 =
2023 023 + 2024 4048
2023 n+1
—— - (2023 =
2023 ( * 2 ) 4048
1 1 2023 n+1
9202 . =
2023 023+ 2023 2 4048
14 I n+1
2 4048
3 n+1l
2 4048
3-4048
n+1=
2
n = 6071
RASPUNS COTECt: | C) | ..o 5p
m
Problema 8
Stiind ca z, y € R, 0 < x < 2 < y < 5, aflati valoarea numarului
Vi@ —29)° +/(z + 2y — 16)> + Va2,
a) 16 b) 12 c) 2 d) 18
Demonstratie.
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e 2<y<h <= 4<2y<l0,deunderezultarz <2<4<2y = x—-2y<0 =
|z —2y| = 2y — x.

= r+2y<12<16 = |z +2y— 16| =16 — 2z — 2y;

O<ax<?2
4 <2y <10

e >0 = |2z] =2x.

+ o+ 2y — 16| + 22| = 2y — v + 16 — 2 — 2y + 22 = | 16].

RASPUNS COTeCt: [) | ...t 57

Problema 9

In triunghiul AABC, dreptunghic in A, se stie ci AD este inaltime, AE este mediana,
D e (CE), m(LAED) = 60° si BD = 12 cm. Aflati lungimea laturii BC.

a) 8 cm b) 12 cm c) 16 cm d) 24 cm
Demonstratie.
C
60° D
i E
60°
A B

1
AFE este mediana corespunzatoare ipotenuzei, deci AE = BE = EC = §BC’. Deci ANAEC
isoscel cu m(ZE) = 60°, adica echilateral. In AAEC echilateral, AD este iniltime, atunci

1
AD este si mediana, deci D este mijlocul lui CE. Atunci BD = BE+ ED = BE + 3 CE =

1 3 3 2-12
BE+§-BE:§-BE = 12:§-BE S BE:T:8cm.

Astfel, BC =2- BE =[16 cm].
RASPUNS COTECt: | C) | ..o op

Problema 10

Se considera numarul

S VTHVT VT4 VT
- 56 + 8v/7 ‘

Care este propozitia adevarata dintre urmatoarele?

a)aeN b)aeR—-Q c)acQ—-7%Z d)aeZ—-N

Demonstratie.

L VTENVT AT 4 VT
B 56 + 8V/7
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VIHT+ T+ TP+ PV 4+ TONYT 708
B 8- (7+V7)
VT-(L+ T+ 4 T 47 (1 + 74+ 724+ 70
8- (7+7)
(T VT) QTR
N 8- (7+V7) N
T T

8
A+ +T AT+ A+ A+ T (1)
— g -
8 (AT 4 4T
— < —

=147+ .+ TN
Afirmatia corecta este .
RASPUNS COTeCt: [Q) | ...t op

Problema 11

Fie multimea A = {1,2,...,10}. Aflati numarul submultimilor M cu trei elemente ale
multimii A care au proprietatea ca, oricum am alege doua elemente x si y din M, x # y,
atunci suma sau modulul diferentei acestor doua numere este element al multimii M diferit
de z si de y.

a) 20 b) 30 c) 45 d) 60

Demonstratie. Vom rezolva o problema mai generala mai intai, vom considera cazul in care
multimea A are cardinalul n, n € N*.

Fie M = {a,b,c} o astfel de submultime cu a < b < ¢. Pentru ca a, b € N* = c+a > ¢,
c+b>c = c+asic+bnu fac parte din multime. Conform cerintei, rezulta ca ¢ —a € M
sic—be Msic—b<c—a<c, adica acestea sunt toate elementele multimii M, cel mai mic
fiind a = ¢ — b si atunci M = {a,b,a+b} cua,be A, a<b, a+b<n.

a) Daca n este par, avem variantele:
e a=1,b€{2,3,.....n— 1};
e a=2,b€e{3,4,....,n—2}

n n n
e a=——1b — —+1;.
“=o T 6{2’2+}
n(n — 2)
4

Pentru n par exista, deci, (n —2) + (n —4) + ... +2 = submultimi in M.

b) Daca n este impar, avem variantele:
ca=1,be{23 ..n—1};
e a=2,b€e{3,4,.....n —2};
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n—1 po +1
o (= s = .
2 2
: e (n—1)° o
Pentru n impar exista, deci, (n —2) + (n —4) + ...+ 1 = — submultimi in M.
Cum multimea A are un numar par de elemente rezulta ca numarul de submultimi care respecta

10-8

20/
RASpUNS COTECt: [a) | ..o 5p

cerinta din ipoteza este

Problema 12

bc 1 ac 1 ab
Fie a, b, ¢ € R*, astfel Incat — = — si — = 1. Care este valoarea numarului

e 3 b 5 c
a=+7a2%+ 8b% — c2?

1 47
2 b) — — d) 8
2) ) 15 ) 5 )
b 1 1 b
Demonstratie. Din * 3’ % =z si D — 1 rezultd ¢ a = 3bc, b = bac si ¢ = ab. Prin
a c
1
inmultirea acestor trei relatii avem abc = 15(abc)?. Cum a, b, ¢ € R*, deducem ci abc = 5
b 1 1
e Lol o 4=3bc — a®=3abc > a? = =;
a 3 5)
ac 1 9 5 1
— = - <= b=bac < b° =babc < b" = —;
b 5 3
b 1
. a—zl & c=ab &= P =abc <= *=—.

c 15
7T 8 1 /60
: fl 2 2 _ 2 — — - — — = — = 2
Obtinem astfel v/7a% + 8b? — ¢ 5—1-3 B 5

RASPUNS COTECt: [a) | ... o5p

Problema 13

Se considera paralelogramul ABC'D in care O este punctul de intersectie al diagonalelor,
punctul P este simetricul punctului O fata de A, iar lungimea segmentului (AB) este 24
cm. Notam cu F, respectiv F' punctele de intersectie ale paralelei prin O la dreapta AB cu
segmentele (AD), respectiv (PD). Lungimea segmentului (E'F') este egala cu:

a) 6 cm b) 12 cm ¢) 4 cm d) 3 cm

Demonstratie. Vom nota cu T intersectia dreptei AB cu dreapta PD.
C
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In triunghiul AADT avem AE = ED, EF || AT = EF este linie mijlocie in AADT —
AT =2-EFF =2ux.

Cum P este simetricul punctului O fata de A = PA = AO, AT || OF = AT este linie
mijlocie iIn APOF — OF = 2- AT = 4x. De aici observam ca FO = FO — FE = 3z.

In ADAB segmentul (EO) este linie mijlocie pentru ca AE = ED si BO = OD —

AB 24
EO = 5 =5 = 12 cm. Deci 3z = 12 <= z =4 cm. Lungimea segmentului (E'F) este

egala cu .
RASPUNS COTECt: | C) | ..o o5p

Problema 14

Se considera triunghiul isoscel AABC' cu AB = AC. Vom nota cu [ centrul cercului inscris
in AABC si cu E intersectia mediatoarei segmentului (CI) cu dreapta BC. Stiind ca
BI = BE, sa se afle cu cat este egala suma masurilor unghiurilor ZIBC si ZBAC.

a) 72° b) 54° c) 80° d) 90°

Demonstratie. Centrul cercului inscris intr-un triunghi este punctul de intersectie al bisectoarelor,
deci (BI si (C1 sunt bisectoarele unghiurilor ZABC respectiv ZACB.

A

E C

Vom nota cu 2a masura unghiului ZI BC pentru a evita calculele cu fractii (este un sfat, se
greseste mai rar la calcule astfel). Cum BI = BE = ABIE este isoscel de baza (IE) si
/ZBIE = ZBFEI = 90° — a. Pe de alta parte, E apartine mediatoarei segmentului (/C) =
El = EC = AEFEIC este isoscel de baza (Cl) =— ZFIC = ZECI = 2a. De aici avem
ca /BIC = /BIFE + ZEIC = 90° + a. Pe de alta parte Z/BIC = 180°— £ZIBC— ZICB =
180° — 4a. Deci 180° — 4a = 90° 4+ a <= bHa = 90° <= a = 18°. Deci ZIBC = 36° si
/ZBAC = 180° — 2 - ZABC = 36°. Suma masurilor unghiurilor ZI BC si ZBAC este egala cu
72° .

RASpUNS COTECt: [a) | ... 5p
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Problema 15

Se considera rombul ABC'D in care construim bisectoarea unghiului ZAC'D si notam cu P
intersectia acesteia cu dreapta AD. Raportul masurilor unghiurilor ZBAD si ZABC' este

4
egal cu 3 Afirmatia corecta este:

a) ABCP este trapez dreptunghic b) ABAC este echilateral
¢) AC = BP d) AC L BP

4
Demonstratie. Pentru ca raportul unghiurilor ZBAD si ZABC este 3 —> /BAD este unghiul

de masura mai mare.
A

C

Unghiurile opuse intr-un romb sunt congruente, deci ZBAD = ZBCD. Din ipoteza stim ca
/BAD  /ABC  /BAD+ ZABC  180°

. Am aplicat proprietatea fundamentala a sirului
de rapoarte egale si faptul ca unghiurile alaturate intr-un romb sunt suplementare.

Cum (C'P este bisectoarea unghiului ZACD — ZACP = AAZCD = ABfD = 18700.
3-180°
7
/BCP = /BCA+ ZACP = ,deci ZABC = /BCP = trapezul ABCP este isoscel,

iar intr-un trapez isoscel diagonalele sunt congruente, adica AC' = BP. Cu cele demonstrate
pana acum este evident ca afirmatia a) este falsa. Nici afirmatia b) nu este corecta pentru ca
ZABC # 60°. In final, diagonalele AC' si BD sunt perpendiculare, deci AC' L BP este falsa
pentru ca dintr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singura perpendiculara pe acea

dreapta. Dintre cele 4 afirmatii, cea corecta este | AC' = BP|.
RASPUNS COTECE: [ C) | ..o op

Putem calcula acum unghiurile alaturate bazei mari in trapezul ABCP : ZABC = , iar

3 - 180°

Problema 16

Patratele ABCD si CDEF au laturile de lungime a, iar patratul AKJL, B € (AK),
E € (AL), are latura de lungime [ > 2a. Aria triunghiului ADFJ este egala cu:

a’ a’

a) a? b) 2a? c) = d) =

I(l— 2 I —2a)(l > —al
Demonstratie. Apr; = Apjr— Aper— Arpr; = ( 5 a)_ %— ( a;( +a) =3 @_

a? PH4al—2al —2a®> 1?—al—a®>—1?—al+2al + 2a> a?

2 2 2 2 |
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L l J

EL_@ F

& l

D¥——1C

a

A B K
RASPUNS COTECE: [C) | ..o op

O

Problemele 1-16: . ... .. .. 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 2 ore
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