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§1 Solutii

Problema 1
7 3z +5
Stiind ca . —, y # 0, aflati valoarea raportului T o
y 2 2+ y
21 21 31 31
ke b) == o d) 2=
2) 3 ) 16 ° 3 ) 16

Demonstratie. Scoatem factor comun la numarator si numitor pe y si apoi simplificam.
x X

X 7T+ 1 2 8 16 |
y<2.x+1> 2‘54‘1 2~§+1 +
Y
RASpuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 2

Pretul unui produs s-a marit succesiv, de doua ori, cu 25%, dupa care are loc o ieftinire.
Vanzatorul constata ca pretul final este acelasi cu cel initial. Cu ce procent s-a redus pretul?

a) 50 b) 40 c) 36 d) 32

Demonstratie. Vom nota cu x pretul initial si cu p procentul cu care se face reducerea de pret.

duns bri S 25 125 5
upd prima scumpire:  + o5 &= o0 T = 0
dind a d .5 n 25 5 5 (1+1> 25
. mpire: — - === - ==
upa a doua scumpire: - -z + o0 T =07 1 6 "
25 p 25
o dupa ieftinire: — - — — - — - .
upd ieftinire: 7o & — 7o 7507
. o : 25 p 25 25 P
Pretul final est 1 l initial, adicar = — -0 — —-—- —(1-——]=1
2;e71100na este acelagi cu cel initial, adict # = 727 —75-75°% = T ( 100) =
6 10829 =1 <= p = 36. Procentul cu care s-a redus produsul este .
RASPUNS COTECt: | C) | ..o o5p
O
Problema 3

Solutia inecuatiei
{z € R||2z — 3| > 3}

este (—o00,al U [b,00). Care este valoarea sumei a + b?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3

Demonstratie. |2x —3| >3 = 20 —3>3sau2xr—3< -3 = 2r>6sau2zr <0 =
— x>3saur <0 = B=(—00,0]U[3,00). Asadar, a = 0 si b = 3, deci valoarea sumei
a + b este egala cu .
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Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 4

b
Fie a > 0, b > 0, cu a < b. Intersectia intervalelor [a, b] si (0, a—2|—> este:

s ofr) o) el

y : a+b y y . :
Demonstratie. Daca a < b, atunci a < 5 < b pentru ca aceasta dubla inegalitate este

a)

echivalenta cu 2a < a + b < 2b, (am inmultit cu 2 prima inegalitate) si aceste doua inegalitati
sunt echivalente cu a < b. Ordinea crescatoare a celor 4 numere care sunt capetele intervalelor

este0<a<a2+b<b — (0,a2+b>ﬂ[a,b]: [a,cz_l_b).

Raspuns corect: |b)

Problema 5

In sistemul de coordonate Oy se considera punctele A(5,0), B(4,7) si C(1,4). Masura
unghiului AC'B este egala cu:

a) 45° b) 30° ¢) 60° d) 90°

Demonstratie. Daca intr-un sistem de coordonate se considera punctele A(x,,y,) si B(zs, ys),
atunci lungimea segmentului (AB) este egala cu AB = \/(J:a — )% + (Yo — W)

YA

o

O 1 2 34 5 X

Vom aplica aceasta formula pentru a calcula lungimile segmentelor determinate de cele trei
puncte, aceasta fiind prima idee pe care trebuie sa o aplicam intr-o astfel de situatie.

Astfel, AB = /(5—4)2+(0-7)2 = V50 = 5V2, AC = \/(5-1)2+ (0—4)? = 4V/2 s
BC = \/(4 —1)2 4 (7 — 4)2 = 3y/2. Observam ca AB? = 50, AC? + BC? = 32+ 18 =50 =
— AB? = AC? + BC? = AABC este dreptunghic cu ipotenuza AB = masura
unghiului ZACB este egala cu .

Raspuns corect: [d) | ... ... 5p
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Problema 6

J21+\/13+\/7+\/2+\/Z
5

Numarul x = este egal cu:
a) 1 b) 2 c) 3 d) 5
Demonstratie.

¢21+\/13+\/7+\/2+\/Z
- —

€r =
\/21+\/13+\/7+\/2+2
pr— 5 p—
\/21+\/13+\/7+\/Z
p— 5 p—
,¢21+M13+\/7+2
— - —
¢m+WM3+¢§
— - —
Y214+ VI343
— . —
W21+ V16 \/21+4_\/%_§_
N 5 N 5 5 5 =

RASPUNS COTECE: [a) | ..o op

Problema 7

In triunghiul isoscel AABC cu baza BC, unghiul ZBAC este obtuz. Se cunosc BC = 32 ¢cm
si d(A, BC') = 12 cm. Perpendiculara in A pe latura AB intersecteaza latura BC in D.

Care este valoarea raportului ——7?
= DC

25 21 25 20
= b) == -
&) =% ) = ) 12

Demonstratie. Notam cu M piciorul perpendicularei din A pe BC.

/fN\
B M D C
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Cum triunghiul este isoscel rezulta ca M este mijlocul lui (BC), deci BM = MC = 16
cm. Aplicidm teorema lui Pitagora in AAM B si rezultd AB? = AM? + MB? < AB? =
122 + 162 <= AB? = 144 + 256 <= AB? = 400 <= AB = 20 cm. Aplicim
teorema Inaltimii in ABAD de unde avem AM? = BM - MD <= 122 =16- MD <+
144 =16-MD <= MD = 9. Obtinem in continuare ca BD = BM + MD = 25si DC =T.

De aici AB 20
e aici, — =|—|
" DC 7
RAspuns corect: [d) | ... ... 5p
O
Problema 8

Fie ABCD un dreptunghi cu AD =asi CD =b. Fie DM L AC, M € AC si AM = AB.

a
Valoarea raportului 7 este egala cu:

\/52+1 b \/3;1 V-1 d)\/5—1

a)

Demonstratie. Aplicam teorema catetei in AADC = AD? = AM - AC <= a°® =

bWa+b2 = a* =0 (> +1?) <= a* —ad*? =V = 4da* - 4’ = 4! —
da* — 40202 4+ b* = 5b* = (2a% — b?)? = 5b* < |2a2 — b%| = b*/5. Analizim urméitoarele
2 cazuri:

o 202 — b = —b*/5 = 2a® =b*> —b*V/5 < 0, deci acest caz nu convine;

2 H+1
o« 202 -2 =035 < 282 =02+ 1*/5H — a——\/_i.

o2
5+1
Valoarea raportului % este egala cu \/_2+ i
D 0 ¢
a M e
A} B
RAspuns corect: [ D) | ... 5p
O
Problema 9
Stiind ca v/8x%y 4+ 8xy? > 2xy +x +y cu x,y € N* aflati valoarea sumei x + y.
a) 8 b) 4 c) 3 d) 2
Demonstratie. Vom nota
rT+y=a
2zy =0
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Atunci, /8z%y + 8xy? > 2zy + x + y devine:

4- 20y (x4y) > 2zy+(x+y) <= 2Vab>a+b

N~ —— N~ N——
a b a

>
Dar cum 2v/ab < a+b, din { 3%5312 — 2Vab=a+b = a=b = x+y=_2xy

y2r —1) == oz . 2 — 1|z B
9 — 120 — y_Qx—leN — 2 — 1|22 — 1 = 2r—-1|1 =

— 2r—-1e{-1,1} = {le sau{xzo

y=1 y=20
Darz, ye N*, deciz=1siy=1 = .
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 10

Dreptunghiul ABC'D are dimensiunile AB = 18 cm si BC' = 12 cm. Determinati sinusul
unghiului ZAPD, unde M este mijlocul segmentului (AB) si AC N DM = {P}.

18v/13 18v/13 613 61/13
2) —65 b —3 ) 65 13

d)

Demonstratie. Vom calcula aria triunghiului AAPD in doua moduri, unul dintre acestea fiind

AP - PD - sin(Z/APD)
2

AAPD =

de unde se obtine valoarea ceruta. In celilalt mod, aria triunghiului AAPD o vom determina
din proportia

PD-d(A,MD)

Aarp _ 2 _PD
Aimp MD -d(A,MD,) MD’
2
D C
0]

P
A M B

S& observam ca P este centrul de greutate al triunghiului AADB. Intr-adevar, dacd notim

cu O punctul de intersectie al diagonalelor dreptunghiului, atunci DM si AO sunt mediane in

PD 2 doci Aaprp 2 Ari
= — eCl = —. Iria
MD 3’ Aanvp 3

triunghiului AADM este jumatate din aria triunghiului AABD pentru ca mediana imparte
un triunghi in doua triunghiuri de arie egala, iar aria triunghiului AABD este jumatate din

aria dreptunghiului ABCD. Pe de alta parte, Aypcp = AB-BC =12-18 = Aaiup =

12 - 18 . Aapp 2 Aarp 2 2-54
1 cm eci, T3 o1 3 Aaprp 3 cm

Vom determina lungimea diagonalei AC aplicind teorema lui Pitagora in AABC —
— AC? = AB*+ BC?* =12+ 182 = 6% - (2 + 3?) <= AC = 6/13. Cum O este mijlocul

ANABD, deci P este centru de greutate in acest triunghi si
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AC 2 2
diagonalei (AC) = AO = - = 3V13 si AP = 3 AO = 3 313 = 2V/13.
Aplicim teorema lui Pitagora in AADM si rezulta DM? = DA% + AM? = 122 + 9? =
2 2

144 + 81 = 225 <= DM = 15. De aici obtinem DP = 3 DM = 3 15 = 10.

AP - PD - sin(£APD 2v/13-10 - sin(LAPD
Aapp = ;Zn( ) — 36 = Vi3 ;m( ) < sin(LAPD) =

2-36 | 18V13

2V13-10 | 65 |
RaASpUNS COTECt: [a) | ... 5p

Problema 11

Se considera prisma triunghiulara regulati ABCA’B'C’ in care AB = 2 cm si AA' = /3
cm. Care este sinusul unghiului format de dreptele B'C' si AC'?

a)8\7/§ 10)41{1g ) ‘lf d);;l

Demonstratie. Completam C'B’C cu al patrulea varf al paralelogramului C'B’C D, prelungind
(BC cu segmentul CD = BC.

B' C'

N
\
\

Astfel, CD = B'C', CD || B'C' = CDC'B’ este paralelogram, deci B'C' || C'D —
L(B'C,AC") = Z(C'D, AC"). Pentru a determina sinusul acestui unghi vom lucra in AAC'D,

iar pentru asta vom avea nevoie de laturile acestui triunghi.

o Aplicim teorema lui Pitagora in AACC' = AC”? = AC? + CC? <+ AC”? =
=443 = AC'=\TsiC'D=+T.

BD
o AABD este dreptunghic in A pentru ca AC' este mediana in acest triunghi si AC' = —~

(am aplicat reciproca teoremei medianei). In plus, acest triunghi are unghiurile ascutite
de masuri 60°, respectiv 30°, deci laturile au lungimile z, 2z si v/3 = AD = 2v/3 cm.

« Vom afla lungimea inaltimii din ¢’ in AAC'D. Fie C'E 1. AD. Cum AC' = DC' =
AE = ED = /3. AplicAm teorema lui Pitagora in AC'ED si obtinem C'E? = C"D? —
DE*=7-3=4 < ('E=2cm.
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o Calculam aria triunghiului AAC’D in doua moduri:

Adop =3 2 2 2
4+/3
< sin(LAC'D) = \7/_ :
RASPUNS COTeCt: [C) | ..ot e op

Problema 12

Suma numerelor reale a si b care verifica relatia 5a + 2b + 24 = 6+/5a + 8 + 44/2b + 3 este
egala cu:

3 7
- b) — 1 d) 11
2) - ) ) 10 )
Demonstratie.

Ba+2b+24=06V5a+8+4y20+3 < 5a+2b+24—6y/5a+8—4v2b+3 =0 <
< ((5a+8)—6v5a+8+9)+ ((2b6+3) —4V2b+3+4) =0

1
Vha+8=3 = 5a+8=9 = a=z

2 2
= (VBa+8-3) +(VB+3-2) =0 =
1

V20+3=2 = 2b+3=4 = 1)25
Am folosit rezultatul care ne spune ca, daca suma a doua sau mai multe patrate de numere

reale este egala cu 0, atunci fiecare dintre acestea este egal cu 0. Suma numerelor a si b este
7

TO-
Raspuns corect: [b)| .. ... 5p

egala cu

Problema 13

Daca z > 0,y > 0si 2y/2 4+ /y = y/(z + 1)(y + 4), atunci media geometrica a numerelor x

si y este egala cu:

a) 6 b) 4 c) 2 d)1

Demonstratie. Prin ridicare la patrat 4x+y+4.,/ry = vy+y+4dr+4 — xy—4,/zy+4 =0 —

(Vi -2) =0 = yag=2 = M, = yaj=2]

RASPUNS COTECt: | C) | ..o o5p
O
Problema 14
Aflati cite perechi de numere naturale (x,y) verifica relatia g __q
’ y+1l x+1
a) 3 b) 2 c) 1 d) 4
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x
Demonstratie. Amplificam prima fractie cu « + 1 si pe a doua cu y + 1 si obtinem 71—#

y+
1 1 2 2
vy vet+l) oyt ettty ty
x4+ 1 (z+D)y+1)  (@+Dy+1) ry+x+y+1

PH+r+yity=cyt+r+y+1l <= >+’ =xy+ 1

_|_

2 .2
Din{x Yy =ay+1 = 2y+1>2z1y <= 1>y = a2y =_0sauxy = 1.

2 +y? > 2y

r=0,y=1

e Cazul zy =0 = {1‘:1, =0

e Cazul zy =1 = x =1,y = 1, care verifica ecuatia data.

Solutiile ecuatiei sunt (z,y) € {(0,1),(1,0),(1,1)}, deci numarul de perechi care verifica relatia
din ipoteza este .

RASPUNS COTECE: [a) | ..o op

Problema 15

Se considera cubul ABCDA’'B'C'D’ in care punctele M si N sunt mijloacele muchiilor AB,
respectiv C'C”. Dreapta M N intersecteaza planul (A’BD) in punctul X. Care este valoarea

tului X7
raportulul XN
V5 L
— b) 3 = d) 1
2) ) o 3 )

Demonstratie. Partea cea mai dificila este aflarea punctului X, nu ca punct de intersectie dintre
o dreapta si un plan, ci ca intersectia a doua drepte. Cu alte cuvinte, trebuie sa gasim o dreapta
din planul (A’BD) care se intersecteaza cu M N. Pentru aceasta vom cauta un plan care contine
dreapta M N si care se intersecteaza cu planul (A’BD). Vom considera mijlocul lui DD’ pe care
il vom nota cu P. Este foarte usor de observat ca PN || AB, deci punctele A, B, N si P sunt
coplanare.

D' C'
A .PB' ................................... N
= .,
: ’
. . e
H e
: .
y : ,
T ,/’
K P
\\ . :D g C
\ ¢ T e S
\‘ o ,/
\ ,/
\\X;-{/
/\
4 \
P \
e N
A0 g \
A a M a B

— MN C (ABN).

{ M € AB C (ABN)
N € (ABN)
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Vom nota cu 7" punctul de intersectie al dreptelor A’D si AP.

{ T e ?fBing N . pre (ABN) (1).
{ EE?APB%)(A,BD) = BT C (A'BD) (2).

Din (1) si (2) = (ABN)N (A'BD) = BT. Dreptele M N si BT sunt coplanare si neparalele,
deci sunt concurente. Dar punctul lor de concurentd este si in planul (A’BD) pentru ca

BT C (A’BD) si, cum o dreapta si un plan au cel mult un punct in comun, rezulta ca acesta
este punctul X. Vom nota AB = 2a.

PT
« Vom afla valoarea raportului A Deoarece PD || AA’, din TFA obtinem APTD ~
PT PD 1
NATA = — = —.
TA AA 2
e Prelungim dreapta BT si notam cu R punctul de intersectie al dreptei BT" cu dreapta PN.

. . PT  RP 1
]]f)%eF())arecle RP || AB, din TFA obtinem APTR ~ AATB — A= BA— 3

S =5 RP=a = RN = RP + PN = 3a.
a

R a P 2a N

<

X

A aM a8B
. : MX BM 1
e Deoarece RN || M B, din TFA obtinem ARXN ~ ABXM = YN = BN — |3l

RaASpUNS COTECt: |C) | ..o 5p

Problema 16

Andrei dispune de mai multe cuburi mici identice, din care construieste prin lipire un cub
mai mare, folosindu-le pe toate. Apoi, coloreaza in albastru cateva dintre fetele cubului
mare. Dupa ce termina de colorat, Andrei descompune cubul mare in cuburile mici initiale
si observa ca exact 3 dintre acestea nu au nicio fata colorata in albastru. Cate fete ale
cubului mare au fost colorate in albastru de catre Andrei?

a) 6 b) 5 c) 4 d) 3

Demonstratie. Vom spune ca un cub construit prin lipirea mai multor cuburi mici identice este
de latura n daca pe fiecare muchie sunt dispuse n cuburi mici.
Cuburile din interior, care nu au nicio fata vizibila, nu pot avea nicio fata colorata in albastru.

« Cubul de latura 4 are (4 — 2)® = 8 cuburi in interior, deci numérul cuburilor mici care
nu au nicio fata vopsita este cel putin 8. Pe masura ce latura cubului devine mai mare,
numarul cuburilor din interior este mai mare. Prin urmare, latura cubului mare este cel
mult egala cu 3.
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« In situatia in care latura cubului mare este 2, nu exista niciun cub interior. Daca o singuré
fata este vopsita in albastru, atunci sunt 4 cuburi care nu au nicio fata vopsita. Daca se
mai vopseste o fata, atunci avem doua situatii:

— noua fata vopsita este opusa cu cea vopsita initial, caz in care toate cele 8 cuburi mici
au exact o fata vopsita in albastru, situatie care nu corespunde datelor problemei;

— noua fata vopsita este vecina cu cea vopsita initial, caz in care numarul cuburilor mici
care au cel putin o fata vopsita in albastru este 6 si doua nu au nicio fata vopsita in
albastru, situatie care iarasi nu convine.

In concluzie, cubul mare poate fi doar de laturd 3. Acesta are un singur cub in interior, prin
urmare trebuie sa aflam in care configuratie mai raman doua cuburi mici nevopsite. Sa observam
ca pentru fiecare fata nevopsita in albastru, cubul mic din centrul acestei fete nu are nicio fata
albastra. Adica, fiecare fata nevopsita creste numarul cuburilor mici nevopsite cu cel putin unu,
de unde rezulta ca numarul maxim de fete nevopsite este 2.

o Nu este posibil sa ramana o singura fata nevopsita pentru ca din aceasta fata doar cubul
mic central va fi nevopsit, cele de pe margine au o fata sau doua vopsite in albastru pentru
ca fac parte si din fetele vecine care sunt albastre;

Prin urmare, numarul de fete care nu au fost colorate in albastru este 2. Este necesar sa oferim
si un exemplu pentru a finaliza demonstratia, iar cazul In care raman nevopsite doua fete opuse
este cel care convine. Numarul de fete ale cubului mare care au fost colorate in albastru este

(4]
RaASpUNS COTECt: |C) | .. o 5p

]
Problemele 1-16: ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: .......... ... .. .. 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 2 ore
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