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§1 Solutii

Problema 1

Care este cel mai mic numar natural care are produsul cifrelor egal cu 8! =1-2-3-4-5-6-7-87

Demonstratie. Observam ca
81=27-3%.5.7.

Dorim sa grupam factorii primi in cifre (numere de la 2 la 9) astfel incat produsul lor sa fie
27.32.5.7. Este important ca numarul final sa aib# cAt mai putine cifre, iar pentru asta alegem,
in masura posibilitatii, cifre cat mai mari (deoarece astfel folosim mai multi factori).

e Deoarece 9 = 3%, putem acoperi factorii 3 cu cifra 9.

o Deoarece 8 = 22 si avem 27 in descompunere, folosim doud cifre 8 pentru a acoperi 2°.
Ramaéane un factor suplimentar 2 nefolosit.

o Cifrele 7 si 5 vor reprezenta factorii 7 si, respectiv, 5, deoarece acesti factori nu se pot
grupa.

o Factorul 2 ramas este reprezentat prin cifra 2.

Astfel, avem urmatoarele cifre:
9.8 8, 7,5, 2

Pentru a obtine cel mai mic numar, aranjam cifrele in ordine crescatoare si obtinem numarul

257889
Raspuns corect: | 257889 | ... ... . 5p

Problema 2

Pentru cate valori ale numarului natural nenul n numerele 5" — 2 si 5" 4+ 2 sunt simultan
numere prime?

Demonstratie. Analizam urmatoarele 2 cazuri:

« Daci n este par, atunci n = 2k, k € N*, deci 5" +2 = 25F +2 = (24 + 1)F + 2 =
= My, + 3 = M3. Cum 5" 4 2 este prim, obtinem 5" + 2 = 3 pentru ca acesta este singurul
numar prim divizibil cu 3, de unde n = 0, care nu convine;

o Daci n este impar, atunci n = 2k +1, k € N, deci 5" —2 =5-25F =2 = 5. (24 +1)F -2 =
=5-(My+1)—2= M;. Cum 5" — 2 este prim, obtinem 5" — 2 = 3, deci n = 1, care
verifica cerinta.

Numarul de valori ale numarului natural nenul n pentru care numerele 5” — 2 si 5" + 2 sunt
simultan numere prime este egal cu .

RaAspuns corect: | 1| ... op
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Problema 3

Aflati numarul natural abed care verifica relatia

abed + 7 - abe = 2025.

Demonstratie. abed + 7 -abe = 2025 <= abc0+d+T7-abc = 2025 <= 10-abc+d+7-abc =
2025 < 17-abc+ d = 2025.

Cum d este cifrd, inseamna c& d < 17, deci cifra d este restul impartirii lui 2025 la 17, iar abe
este catul acestei impartiri. Cum 2025 = 17 - 119 + 2, obtinem d = 2 si abc = 119, deci numéarul

abed este egal cu [1192].

Raspuns corect: | 1102 | ... .. op

Problema 4

Care este numarul maxim de numere prime care pot fi continute intr-un set de 13 numere
naturale consecutive?

Demonstratie. Vom nota cua+ 1, a+2, a+3,..., a+ 13 cele 13 numere naturale consecutive.
Pentru a = 0, in grupul 1,2,3,...,13 se afla 6 numere prime, iar daca a = 1 avem grupul
2,3,4,...,14, care contine tot 6 numere prime. In rest, pentru a > 2, cel putin 6 numere din

orice grup sunt numere pare (diferite de 2), iar dintre numerele impare cel putin unul este
multiplu de 3. Asadar, cel putin 7 numere nu sunt prime. In concluzie, numarul maxim cautat

este @

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 5

Se considera numerele naturale z, y si z care verifica relatia 2025 -z +y — 2024 - z = 7. Care
este restul Tmpartirii numarului « + y la 20247

Demonstratie.
2025 -2 4+y—2024-2="7|+2024 -z

2025 x+y="7+2024-z
2024 v+ +y=7T+2024-2 | —2024 - x
r+y=2024-(z—x)+7
Restul impartirii numarului 4 y la 2024 este
Raspuns corect: | 7| .. ... 5p

Problema 6

O cantitate de apa trebuie ambalata in bidoane si transportata la o gradina zoologica. Avem
la dispozitie bidoane de cate 15 litri si bidoane de cate 40 litri, dar numarul celor de 40 de
litri este cel mult 5. Daca s-ar umple doar bidoanele de 15 litri, atunci ar ramane 80 de
litri. Daca s-ar umple doar bidoanele de 40 litri, atunci ar raméane 10 de litri. Care este
cantitatea de apa care trebuie transportata la gradina zoologica?
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Demonstratie. Vom nota cu x numarul bidoanelor de cate 15 litri si cu y numarul bidoanelor
de cate 40 litri. Cantitatea de apa care trebuie transportata poate fi calculata in doua moduri:

e Daca s-ar umple doar bidoanele de 15 litri, atunci ar ramane 80 de litri, adica 15 - x + 80;
e Daca s-ar umple doar bidoanele de 40 litri, atunci ar ramane 10 de litri, adica 40 - y 4 10.

Egalam cele doua relatii si obtinem 15-x+80=40-y+ 10 <= 15-2+70=40-y | : 5 <~
3-x+4 14 =8-y. De aici observam ca 8 -y > 14 <= y > 2 si analizam pe rand cazurile y = 2,
3,4, 5.

e y = 2, ecuatia devine 3 - z + 14 = 16, fara solutie;
e y =3, ecuatia devine 3 - z + 14 = 24, fara solutie;
o y=4,ecuatindevine3-x +14 =32 <= 3-2=18 < 2 = 0;
e y =5, ecuatia devine 3 - z + 14 = 40, fara solutie.

Cantitatea de api care trebuie transportatd este 40 -4 4 10 = [170].

Raspuns corect: | 170 .. ... 5p

Problema 7

Numerele naturale a, b si ¢ verifica relatiile
a+b=11

b-c = 40.

Aflati valoarea minima a produsului a - c.

Demonstratie. Din b-c = 40 rezulta ca b este un divizor al numarului 40. Din a + b = 11 rezulta
ca b < 11. Cel mai mare divizor al lui 40 care este mai mic sau egal decat 11 este 10, iar pentru
aceasta valoare obtinem a = 11 — 10 = 1 si ¢ = 40 : 10 = 4. Daca micsoram valoarea lui b,
atunci valorile pe care le iau numerele a si ¢ cresc simultan, deci si suma lor va fi mai mare.
Valoarea minima a produsului a - ¢ este egala cu 1-4 = .

RaASPUNS COTeCt: [ 4| .o o op

Problema 8

Ana are 600 de bile, unele albe, altele rosii. Dorind sa aiba numai bile albe, ea face schimb
cu prietena ei Roxana, care ofera cate 8 bile albe pentru fiecare 17 bile rosii. Dupa schimb
Ana ramane cu 420 de bile albe si nicio bila rosie. Cate bile albe a avut Ana la inceput?

Demonstratie. La un schimb Ana da 17 bile si primeste 8, deci numarul bilelor Anei se micsoreaza
cu 9 la fiecare schimb. Asadar, dupa n schimburi numarul bilelor Anei se micsoreaza cu 9 - n.
Avem 600 — 9 -n = 420, de unde 9 - n = 180, adica n = 20. La fiecare schimb Ana a primit 8
bile albe. In cele 20 de schimburi a primit 20 - 8 = 160 de bile albe. Cum la sfarsit are 420 de
bile albe, rezulta ca initial numarul de bile albe pe care le avea Ana era 420 — 160 = .

Raspuns corect: | 260 ] . ... ... op
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Problema 9

Patru bufnite, numerotate de la 1 la 4, au inaltimi diferite.

« Bufnita 1 spune , Nu sunt nici cea mai mare, nici cea mai mica”

Bufnita 2 spune ,, Nu sunt cea mai mica”

Bufnita 3 spune ,,Sunt cea mai mare”
« Bufnita 4 spune , Sunt cea mai mica”

Una a mintit, iar celelalte trei au spus adevarul. Ce numar are bufnita care este cea mai
mare?

Demonstratie. Vom cauta sa aflam care este bufnita care minte si apoi vom afla care este cea
mai mare dintre toate.

o Daca Bufnita 1 este cea care minte, atunci ea este cea mai mare sau cea mai mica, caz in
care si una dintre bufnitele 3 sau 4 minte, lucru care nu este posibil;

o Daca Bufnita 2 este cea care minte, atunci ea este cea mai mica, caz in care si bufnita 4
minte, lucru care nu este posibil;

« Daca bufnita 3 este cea care minte, atunci bufnita 4 spune adevarul, deci ea este cea
mai mica, bufnita 3 nu este nici cea mai mica, nici cea mai mare, inseamna ca aceasta,
impreuna cu bufnita 1 ocupa pozitiile 2 si 3, iar bufnita 2 este cea mai mare;

« Daca bufnita 4 este cea care minte, atunci bufnita 3 spune adevarul, deci ea este cea mai
mare, iar cea mai mica dintre bufnite ar putea fi 1 sau 2, lucru care nu este posibil pentru
ca acestea ar trebui sa spuna adevarul.

In concluzie, bufnita 3 minte, iar cea mai mare dintre acestea este cea cu numarul .
Raspuns corect: |2] ... ... .. 5p

Problema 10

Paginile unei carti sunt numerotate astfel: pe prima foaie sunt paginile 1 si 2, pe a doua
foaie paginile 3 si 4, ..., iar pe ultima foaie sunt paginile 99 si 100. Spunem ca o foaie
este memorabila daca cele doua pagini sunt numerotate cu numere care au fie aceeasi
cifra a zecilor, fie aceeasi cifra a unitatilor. Determinati cate foi din aceasta carte nu sunt
memorabile.

Nota: foaia cu paginile 77 si 78 este memorabila pentru ca numerele au aceeasi cifra
a zecilor, iar foaia cu paginile 1 si 2 nu este memorabila pentru ca numerele nu au o cifra a
zecilor, iar cifra unitatilor este diferita.

Demonstratie. Primele 5 foi nu sunt memorabile: (1,2), (3,4), (5,6), (7,8), (9,10). Paginile
care sunt numerotate cu numere de doua cifre sunt memorabile atata timp cat au aceeasi cifra a
zecilor. Acolo unde se modifica cifra zecilor, numerele de pe cele doua pagini fata-verso nu au
aceeasi cifra nici la unitati, nici la zeci. Vorbim despre perechile (19, 20), (29, 30), (39,40),...,
(89,90) si, in plus, perechea (99,100). Sunt 9 astfel de perechi, iar numarul total de pagini care
nu sunt memorabile este 5+ 9 = | 14].
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Raspuns corect: | 14| ... ... 5p

Problema 11
Pe o tabla sunt scrise numerele
1,2, 3, 4,..., 10.

In cate moduri putem sterge doud numere de pe tabla, astfel incat suma numerelor ramase
sa fie cel mult egala cu 457

Demonstratie. Suma numerelor scrise initial pe tabla este 1+2+3+...410 = (1+10)-10 : 2 = 55.
Ca suma numerelor ramase pe tabla sa fie cel mult egala cu 45, de pe tabla trebuiesc sterse
doua numere cu suma cel putin egala cu 10. Asta se Intampla pentru perechile:

(1,9), (1,10),

(2,8), (2,9), (2,10),
(3,7), (3,8), (3,9), (3,10),
(4,6), (4,7), (4,8), (4,9), (4,10),
(5,6), (5,7), (5,8), (5,9), (5,10),
(6,7) (6,8), (6,9), (6,10),

9)
(7,8), (7,9), (7,10),
(8,9), (8,10),
(9,10).
Atunci cand stergem doua numere de pe tabla, nu este importanta ordinea in care le stergem,
deci nu numaram de doua ori perechile care sunt formate din aceleasi numere. Ca sa evitam
erorile recomandam ca perechile sa fie formate din numere ordonate crescator. Numarul de

moduri 1n care putem sterge doua numere de pe tabla, astfel incat suma numerelor ramase sa
fie cel mult egald cu 45 este 2+ 3 +4+5+5+4+3+2+1=29]

Raspuns corect: |29 | ... ... o5p

Problema 12

In jurul unei mese rotunde sunt asezate 7 scaune numerotate de la 1 la 7. Pe fiecare scaun
se afli cate un copil, iar pe masi sunt 100 de jetoane. Incepand cu copilul care se afla
pe scaunul cu numarul 1, fiecare copil ia, pe rand, un numar de jetoane egal cu numarul
locului pe care se afla: copilul de pe scaunul cu numarul 1 ia un jeton, cel de pe scaunul
cu numarul 2 ia doua jetoane si continua in acelasi mod, copilul de pe scaunul cu numarul
7 ia 7 jetoane, apoi, din nou, copilul de pe scaunul cu numarul 1 ia un jeton, si asa mai
departe. Jocul se opreste imediat ce un copil, la rdndul sau, nu mai poate ridica numarul
de jetoane egal cu numarul scaunului pe care se afla. Ce numar are scaunul copilului care
ridica ultima data jetoane de pe masa?
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Demonstratie. La o tura completa de masa, numarul de jetoane care se ia de pe masa este
142434+...+7=(1+7)-7:2=28. Vom afla cite ture complete de masa se fac impartind
numarul total de jetoane la numarul celor care se ridica de pe masa la o tura completa si obtinem
100 : 28 = 3 rest 16. Jocul continua si copiii care mai ridica jetoane de pe masa sunt cei de pe
scaunele cu numerele 1, 2, 3, 4 si 5 pentru ca ei ridica de pe masa in total 15 jetoane si copilul
de pe scaunul cu numarul 6 nu mai poate ridica pentru ca pe masa a mai ramas 6 —5 = 1 jeton.
Copilul care ridica ultima data jetoane de pe masa sta pe scaunul cu numarul .

RASpUNS COTeCt: | 5| .. . op

Problema 13

Intr-o urna sunt bile albe si bile rosii. Oricum am scoate 6 bile, printre ele gasim si bile
albe si bile rosii. Care este cel mai mare numar de bile care ar putea fi in urna?

Demonstratie. Numarul de bile albe este cel mult 5 pentru ca, altfel, ar exista posibilitatea sa
extragem 6 bile albe, ceea ce contrazice datele problemei. In mod similar se demonstreaza si ca
numarul bilelor rosii este cel mult 5. Obtinem, astfel, ca numarul maxim de bile care sunt in

urna este egal cu .

Raspuns corect: |10 ... .. ... 5p

Problema 14

Determinati cel mai mare numar natural de trei cifre Zyz cu proprietatea ca

Ty + 7z = 115 + 77.

Demonstratie. Scriind numerele in baza 10 obtinem zy+yz = 1154727 <= 10-24+y+10-y+2z =
115410-2+2 <= 10-z+11-y+2z =115+10- 242 |—2—2 <= 9-2+11l.y = 115+9-2 <
9.-2+11-y—9-2 = 115. In ideea de a gisi numarul maxim, luim = = 9 si obtinem
11-y—9-2=115-81 = 11-y -9z = 34. Pentru y = 9 nu obtinem solutii, iar pentru
y=8 — 9.-2=88-34 — 9-2=>54 —> z = 6. Numarul cautat este |986|.

Raspuns corect: 986 | ...... ... . 5p

Problema 15

Scriem 0 sau 1 in fiecare patratel a unui tabel cu 5 linii si 5 coloane, astfel incat fiecare
patrat 2 x 2 extras din tabel sa contina exact 3 numere egale. Care este cea mai mare
valoare posibila a sumei tuturor numerelor din tabel?

Demonstratie. Pentru a obtine suma cat mai mare posibil, trebuie sa completam tabelul cu cat
mai multe cifre de 1, adica este de dorit ca fiecare patrat 2 x 2 sa contina trei de 1 si cate un
0. Fiecare dintre cele 4 patrate 2 x 2 din colturi trebuie sa contina cate un 0, deci numarul de
cifre de 0 este cel putin 4. Pentru a demonstra ca acesta este cel mai mic numar de cifre de 0, e
necesar sa oferim un exemplu de completare, iar acesta este prezentat mai jos.
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Cea mai mare valoare posibili a sumei tuturor numerelor din tabel este |21 ],
Raspuns corect: |21 | .. ... ... 5p

Problema 16

Un numar natural de 4 cifre se numeste incapatanat, daca este scris folosind toate cifrele 1,
2, 3 si 4 si, prin schimbarea locurilor a exact doua cifre intre ele, nu se poate obtine numarul
1234. Cate numere incapatanate exista?

Demonstratie. Vom aplica metoda numararii cazurilor complementare. Din totalul numerelor
de 4 cifre care se pot scrie folosind fiecare dintre cifrele 1, 2, 3, 4 le eliminam pe cele din care se
poate obtine numarul 1234 schimband locul a exact doua cifre intre ele.

Pentru a afla cate numere de 4 cifre se pot scrie folosind cifrele 1, 2, 3, 4, pe fiecare o singura
data, aplicam regula produsului: pentru pozitia miilor sunt 4 variante de completare, pentru
pozitia sutelor raméan 3 variante de completare, pentru cifra zecilor doua si mai ramane una
pentru cifra unitatilor, adica 4-3-2-1 = 24. Un numar care nu este incapatanat are proprietatea
ca putem alege o pereche de cifre, le schimbam locurile intre ele si obtinem numarul 1234. Asta
revine la a numara in cate moduri putem alege o pereche de locuri dintre cele 4 pe care le avem
la dispozitie. Daca notam locurile, in ordine, cu M, S, Z, U, perechile pe care le putem forma
sunt (M, S), (M, Z), (M,U), (S,Z), (S,U), (Z,U), adica 6 perechi. Numarul de numere
incapdtanate este 24 — 6 = [18].

Raspuns corect: | 18| ... ... .. 5p

O
Problemele 1-16: ... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... ... . .. 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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