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§1 Solutii

Problema 1

S4 se determine numarul natural n = 2%- 3%, a, b € N stiind c& numéarul 2n are cu 3 divizori
mai multi ca n, iar 3n are cu 4 divizori mai mult ca n.

Nota: Se vor lua in calcul doar divizorii naturali ai unui numar.

Demonstratie. Numarul n are (a + 1)(b + 1) divizori naturali. Numarul 2n = 291 . 3% are
(a+2)(b+ 1) divizori naturali. Numérul 3n = 2% - 3**! are (a + 1)(b + 2) divizori naturali.

e (a+2)b+1)=(a+1D)b+1)+3 <= (a+2)b+1)—(a+1)b+1) =3 <=
b+1)(a+2—a—-1)=3 <= b+1=3 < b=2.

e (a+1)b+2)=(a+1Db+1)+4 <= (a+1D)b+2)—(a+1)b+1) =4 =
(a+1)(b+2-b—-1)=4 <= a+1=4 < a=3.

Atunci n =23 .32 = .

Raspuns corect: |72 | ... 5p

Problema 2
Pentru cite perechi de numere naturale (a,b) cu a + b = 2025 are loc inegalitatea

?

DN | —

2>
b

Demonstratie. a +b = 2025 <= a = 2025 — b si vom substitui in inegalitate obtinand

g>1 = M>l = W>£ = 2(2025 —-b) > b <=
4050 — 2b > b <= 4050 > 3b <= b < 1350. Numarul b este diferit de 0 pentru ca este
numitorul unei fractii, deci b € {1, 2, 3,..., 1349}. Cardinalul acestei multimi este 1349, deci
numarul de valori pe care le poate lua perechea (a, b) este .
Raspuns corect: | 1349 | ... op
O
Problema 3

Se considera n unghiuri in jurul unui punct, n € N*, cu masurile exprimate prin numere
naturale. Sa se determine cea mai mare valoare a numarului n, astfel incat masurile

unghiurilor sa fie direct proportionale cu 1, 3, 5,...,2n — 1.
Demonstratie. Notand cu uqy,us, ..., u, € N* masurile unghiurilor avem
up Uy Uy, uptugt+cootu,  360°
1 3 2n—1 1+43+---+2n—-1) n2°
360° 360°
Obtinem o — = u = —-sicumu; € N* = n?|360 = 2°-3%-5. Deoarece n
n n

este cel mai mare posibil, urmeaza ca n? = 22 - 32, deci n = 6 si obtinem unghiurile u; = 10°,
uy = 30°, uz = 50°, uy = 70°, us = 90°, ug = 110°. Valoarea maxima a numarului n este @
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Raspuns corect: @ .................................................................... o5p

Problema 4

Se considera numerele a, b, ¢ si d despre care stim :
a) {a,b,c,d} ={10,20,30,40};
b) a+b<c+d;

c) b+d=c.

Care este valoarea numarului c?

Demonstratie. Observam mai intai ca relatia b + d = ¢ poate fi obtinuta cu numerele pe care le
avem date Tn doua moduri: 10 4+ 20 = 30 sau 10 + 30 = 40. Adica, numarul ¢ poate fi 30 sau 40.

e Daca ¢ = 30, atunci b si d sunt 10 si 20, iar a = 40. Acest caz nu convine pentru ca relatia
b) ar fi 10 4+ 40 < 20 4 30 sau 20 + 40 < 10 + 30, ambele neadevarate;

e Daca ¢ = 40, atunci b si d sunt 10 si 30, iar a = 20. Daca b = 30, atunci d = 10 si in
relatia b) am avea egalitate, deci nu convine. Obtinem astfel ca b = 10 si d = 30, numere
care verifica toate conditiile problemei.

Valoarea numarului ¢ este .
Raspuns corect: |40 | .. ... o5p

Problema 5

Cate triunghiuri scalene necongruente exista cu lungimile laturilor exprimate prin numere
naturale, iar doua dintre ele sunt egale cu 3, respectiv 47

Demonstratie. Vom nota cu a lungimea celei de-a [1]—a laturi a triunghiului. Conform
inegalitatii triunghiului, obtinem 3 + 4 > a, deci a € {1,2,3,4,5,6}. Cum triunghiurile pe
care le numaram nu au doua laturi congruente, inseamna ca a € {1,2,5,6}. Vom verifica daca
tripletele astfel obtinute verifica inegalitatea triunghiului, adica daca suma laturilor de lungime
mai mica este mai mare strict decat latura de lungime mai mare.

e pentru a = 1 nu se verifica inegalitatea triunghiului pentru ca 1 + 3 = 4;
e pentru a = 2 se verifica inegalitatea triunghiului pentru ca 2 + 3 > 4;
o pentru a = 5 se verifica inegalitatea triunghiului pentru ca 3 + 4 > 5;
e pentru a = 6 se verifica inegalitatea triunghiului pentru ca 3 + 4 > 6.

Numarul triunghiurilor cautate este egal cu
Raspuns corect: | 3| ... ... 5p
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Problema 6

Intr-o ferma de iepuri fiecare familie de iepuri are unul sau doi pui. La ultima numarare,
40% dintre puii din ferma au cate un frate. Daca p% este procentul familiilor de iepuri din
ferma care au un singur pui, sa se determine valoarea lui p.

Demonstratie. Vom nota cu x numarul familiilor care au un pui si cu y numarul familiilor care
au cate doi pui. Numarul total de pui este x + 2 - y. Puii care au cate un frate sunt in numar de
2 -y. Afirmatia 40% dintre puii din fermd au cite un frate se scrie 40% - (x +2-y) =2 -y <

40 2
m-(ﬂc—l—Q-y):Z-y = g-(x+2-y):2-y — 2. 04+4-y=10ry <= 22 =6y <—
x = 3-y. Numarul de familii este  +y = 4 - y. Vom determina p din relatia p% -4 -y =z <=
P%-4-y=3.y < 1%0-4:3 — 2%:3 — p=[75]
Raspuns corect: | 75| ... ... 5p
O
Problema 7

Fie a, b si c cifre distincte nenule pentru care exista numerele naturale x si y, astfel incat
abc - cb = 100 - 22 + 1 si acb - bc = 100 - y* + 1. Care este cea mai micd valoare pe care o
poate lua numarul abbc?

Demonstratie. Ultima cifrd a numarului 100 - 22 + 1 este 1, deci produsul cifrelor b si ¢ are
ultima cifra 1. Asta se poate Intdmpla pentru perechile de cifre (1,1), (3,7), (7,3) si (9,9). Cum
cifrele sunt distincte, rezulta ca perechile (1, 1) si (9,9) sunt excluse. Pentru a afla cel mai mic
numar abbc vom incerca mai intai, evident, si gasim solutii cu b = 3 si ¢ = 7. Pentru a = 1
obtinem 137 - 73 = 100001 si 173 - 37 = 6401, deci exista numerele naturale = si y pentru care
abc - cb =100 - 2% + 1 si acb - be = 100 - y? + 1, iar acestea sunt z = 10 si y = 8. Mai existd o
solutie 1n acest caz, a =9, b = 3 si ¢ = 7. Cea mai mica valoare pe care o poate lua numarul

abbc este .

Raspuns corect: | 1337 | . ... op

Problema 8

Paginile unei carti sunt numerotate cu numere naturale consecutive incepand de la cifra
1. Media aritmetica a paginilor din capitolul 5 este 97 si media aritmetica a numerelor
paginilor din capitolul 6 este 116. Cate pagini au in total capitolele 5 si 67

Demonstratie. Vom demonstra mai intai ca media aritmetica a unui numar par de numere
naturale consecutive nu este numar natural. Fiea+1, a+2,...,a+n cele n numere consecutive,
unde n € N, n par. Media aritmetica a acestor numere este

a—|—1+a—|—2+...+a+n_
n

n(n+1)
na+ ——— na n(n+1) n+1
- ==+ L =gt
n n 2n 2
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nu este numar natural.

. vy ..n
Cum n este numar par, rezulta ca fractia

Cum mediile aritmetice a numerelor care reprezinta paginile din capitolele 5 si 6 sunt numere
naturale, ITnseamna ca 1n fiecare capitol avem un numar impar de pagini, iar in capitolul 5
pagina 97 este la mijloc si in capitolul 6 pagina din mijloc este 116. Fiecare numar dintre 97
si 116 este numar de pagina in capitolul 5 sau 6. Sunt tot atatea pagini in capitolul 5 dupa
pagina 97 cate sunt si nainte de 97. Sunt tot atatea pagini in capitolul 6 dupa pagina 116,
cate sunt si nainte de 116. Asta Tnseamna ca numarul de pagini din cele doua capitole este
egal cu dublul numarului de numere dintre 97 si 116 plus inca doua, paginile din mijloc, adica
2-(115—-9841)+2=2-18 +2=38].

RaAspuns corect: |38 | ... .. . op

Problema 9

Aflati cardinalul multimii A = {p € N | p este numéar prim si S = 2P +p? este numar prim}.

Demonstratie. Analizam cazurile:
e Cazulp=2 = S =22422 =4 +4 =8 deci suma S nu este numar prim.
e Cazulp=3 = S =234+32=8+9=17 deci S este numar prim.

e Cazul p > 3 = p? este de forma 3k + 1 pentru cid patratele perfecte sunt de forma
3k sau 3k + 1 si cum p este numar prim mai mare decit 3 rezultd p? nu este divizibil cu
3. Cum p este numar impar obtinem 2 = (3 -1’ = M3 -1 = S =243k+ 1=
=Mz —14+3k+1=Mjz. Cum S > 3 pentru p > 3 rezulta ca S este numar compus.

Singura valoare a numarului prim p pentru care S este numar prim este 3, deci cardinalul
multimii A este .
RaAsSpUNS corect: | 1| ..o op

Problema 10

Fie x, y, z trei numere naturale care verifica relatia 4 - x +7 -2 =7 -y 4+ 9. Care este restul
impartirii numarului A=2-x+y+5-2la 67

Revista de Matematica din Timisoara, nr.1/2024

Demonstratie. Observam din relatia 4-z+7-2=7-y+ 9 ca membrul drept este M7 + 2. Vom
afla care sunt resturile la impartirea prin 7 pe care le poate avea numarul 4 - x.

. $:M7 — 4I:M7

e x=M;+1 = 4-x=

r=M;4+2 = 4.0 =

4- )
4 )
ez =M;+3 = 4-2=4-(M;+3)=M;+5
e x=M;+4 = 4-x=4-( )
4 )

e 2 =M;+5 — 4-x=
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In consecints, numarul = este de forma 7 -k +4 si obtinem 4-2+7-2=7-y+9 <+
4-(T - k+4)4+T72=T-y+9 <= 28 k+16+7-2=T-y+9 < 28:k+74+7-2=7T-y <
4-k+1+z=1y. 1l vom inlocui pe z cu 7-k+4 si pey cu4-k+ 1+ zin numarul A si obtinem
A=2-24+y+5-2=2-(T-k+4)+4-k+1+2+5-2=18k+6-249=6-3-k+2z+1)+3.
Restul fmpértirii numérului A la 6 este egal cu [3].

Raspuns corect: |3 | ... ... 5p

Problema 11

Segmentul (AB) are lungimea de 2025 cm. O broscuta se afla in punctul A si doreste sa
ajunga la punctul B pe cel mai scurt drum posibil. Pentru aceasta, ea efectueaza sarituri
in care lungimea fiecarei sarituri este egala cu o putere a lui 2 (adica are forma 2", unde
n € N.) Mai mult, niciuna dintre aceste sarituri nu se repeta ca lungime. Céate sarituri i
sunt necesare broscutei sa ajunga in punctul B?

Demonstratie. Problema revine la a-1 scrie pe 2025 ca suma de puteri distincte ale lui 2. Fiecare
numar natural nenul se poate scrie in mod unic ca suma de puteri distincte ale lui 2 si asta revine la
a-1 scrie pe 2025 In baza 2. Scrierea este 2025 = 11111101001 2) = 2'0429428427 426425423420,
Numarul de sarituri pe care le face broscuta pentru a se deplasa din punctul A in punctul B

este .

RaASPUNS COrect: |8 . o 5p

Problema 12

Care este cea mai mare valoare a numarului natural m pentru care exista un numar natural
n astfel Incat are loc egalitatea

(2m +3) (3m +4) = 35"7

Demonstratie. Sa observam mai Intai ca pentru n = 0 nu se obtine solutie si ca 2m + 3 > 3 si
3m +4 > 4.
(2m+3)(3m+4) =35" <= (2m+3)(B3m+4)=5" 7"

Vom demonstra ca numerele 2m + 3 si 3m + 4 sunt prime intre ele, asta Insemnand ca fiecare
dintre cei doi factori este fie o putere a lui 5, fie o putere a lui 7, niciunul dintre numere nu este
1 pentru ca 2m + 3 > 3 si 3m + 4 > 4. Fie d un divizor comun.

d|2m+3 d|3(2m+3) d|6m+9 .
d|3m+4 d|2(3m+4) d|6m+8

d|6m+9—-—6m—-8 — d|1 < d=1.

Cum 2m + 3 < 3m + 4 rezulta

2m+3 = 5" 6m+9=3-5"
dm+4="T" bm+8=2-7"

Solutii - Clasa a VI-a http:\ \upper.school Pagina 6


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2024-2025 Etapa 11

Scadem cele doua relatii si obtinem 3 - 5% =2 - 7" + 1. Vom imparti prin 7" ultima ecuatie si
5\" 1 5\" 5\? 75 1
3 (2) =2+ & Pwrun 22 semas- (2 <3 (2) = <z av L
avem - + n enAru n > 2 rezulta - < - 19 + o
solutie a ecuatiei este n = 1. Inlocuind in una dintre ecuatiile sistemului rezulta m = 1. Solutia
ecuatiei din enunt este (m,n) = (1,1). Cea mai mare valoare pe care o poate lua numarul m

este .

Singura

Raspuns corect: | 1| ... ... 5p
O
Problema 13
o . L m-+T7-n
Determinati cardinalul multimii A = {x eEN|z=——— mne N*} .
7T-m-+n
. 9 9 m4+7-n
Demonstratie. Observam ca 0 < - <7 <= m+7n<7(7T-m+n) < m+7-n<
-m+n
< 49 -m + 7 - n, relatie adevarata pentru ca m si n sunt numere naturale nenule. Notand
m+7-n y o VR
= Tomon rezulta k € {1,2,3,4,5,6}. Este necesar sa ne asiguram ca pentru fiecare valoare
-m+n
. C . . m+7-n
a lui k£ gasim numere naturale m si n pentru care -— =
-m—+n
e Pentruk=1 = m=n;
e Pentru k =2 = 13m = 5n si un exemplu este m =5 si n = 13;
e Pentru k =3 = 5m = n si un exemplu este m =1 si n = 5;
e Pentru k=4 = 9m =n si un exemplu este m =1sin =09;
e Pentru k =5 = 17m = n si un exemplu este m =1 si n = 17;
e Pentru k =6 = 41m = n si un exemplu este m =1 si n = 41.

Cardinalul multimii A este egal cu @
Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 14

Pentru numarul natural nenul n vom nota cu 1 = d; < ds < ds < ... toti divizorii numarului
n scrisi in ordine crescatoare. Stiind ca dg = 35, aflati cea mai mica valoare pe care o poate
lua numarul n.

Demonstratie. Cum 35 este divizor al numarului n, rezulta ca si 1, 5, 7 sunt divizori ai numarului
n, adica acesta mai are inca doi divizori mai mici decat 35.

» Daca 2 | n, atunci si 10 | n, 14 | n, adica 35 nu mai este al saselea divizor, imposibil;
« Daca 3 | n, atunci si 15 | n, 21 | n, adica 35 nu mai este al saselea divizor, imposibil;

o Dacd 52 | n, atunci n mai are un divizor prim p mai mare decAt 7 si mai mic decit 35, iar
cea mai mica valoare a lui n se obtine pentru p = 11;
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o Daci 5% {n, atunci n mai are exact doi divizori primi intre 7 si 35, dar in acest caz nu se
mai obtine valoarea minim4 a lui n pentru cin >5-7-11-13 > 5%.7.11.

In concluzie, valoarea minimé pe care o poate lua n este 52 -7 - 11 =[1925].
Raspuns corect: | 1925 | ... .. op

Problema 15

Gasiti numarul de moduri in care putem colora patratele unitate ale unei table 2 x 4 in
patru culori, astfel incat:

» toate cele patru culori sa fie folosite

 fiecare patratica sa aiba cel putin o latura comuna cu o alta patratica de aceeasi
culoare.

Nota: Se considera ca doua colorari sunt diferite chiar daca una se poate obtine din cealalta
prin rotatie sau reflexie a tablei.

Demonstratie. Deoarece fiecare patratel are o latura comuna cu un alt patratel de aceeasi
culoare, trebuie sa existe cel putin doua patratele din fiecare culoare, dar din moment ce sunt
doar 8 patratele in total si sunt folosite toate culorile, trebuie sa existe exact doua patratele din
fiecare culoare, unele langa altele, la fel ca piesele de domino. Exista 5 moduri de a imparti
tabla in patru piese de domino:
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Exista 4! = 24 modalitati de a colora piesele de domino pentru fiecare dintre cele 5 variante.
Numarul total de moduri in care putem realiza cerintele din enunt este 5 - 24 = colordri in
total.

Raspuns corect: | 120 | ... ... . 5p

Problema 16

Aflati numéirul natural abe verifica relatia abbe = be-.

Gazeta Matematica nr 5/2018

Demonstrafie. Putem scrig@ - 100 + be = be” sau ab - 100 = be(be — 1). Deducem ci 100 divide
bc(be — 1). Cum numerele be si be — 1 sunt consecutive deci prime Intre ele, unul se divide cu 25,
iar celalalt cu 4 deci ele pot fi 25 si 24, respectiv 76 si 75. Pentru bc = 25 nu avem solutii, iar

pentru bc = 76 gisim be’ = 5776, deci abc =576

Raspuns corect: 576 | ... ... op

O
Problemele 1-16: ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... . 20p
Total: . 100p
Timp de Tucru: ... 3 ore
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