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§1 Solutii

Problema 1

Daca 0 <z <y si (x—y)(3z —2y) =2xy aflati valoarea fractiei Tt J
y—x

Demonstratie. (v —y)(3xz — 2y) = 2zy <= 32% — bay + 2y* = 22y <= 32 — Toy + 2y° =
0 < 322 —6zy—zy+2y> =0 <= 3z(z—2y)—y(lz—2y) =0 < (—2y)(3z—y) =0 <

1 3 4
<:>y€{2,3}.Din 0<x<y:g>1:y:3x deci :E—{—y: :v—l—x:ix:'
x

T y—x 3dr—x 2
RaASPUNS COTeCt: | 2| .. o op
O]
Problema 2

Fie cercul I" cu centrul O si raza R, iar F, F' € I'. Se prelungeste semidreapta (FFE cu
EC = R. Daca dreapta CO taie cercul in A si B, B € (OC) si m(£LACF) = 20°, aflati
masura unghiului ZAOF'.

Demonstratie. In triunghiul isoscel OEC, Z/ECO = 20°, OE = EC = /EOC = /ECO =
20°. De aici obtinem ZOEC = 180° — 20 - 2 = 140°.

/OEC + ZOEF =180° = ZOEF = 180° — 140° = 40°.

In triunghiul isoscel AOFE, ZFOE = 180° — 2-40° — /FOFE = 100°,

LZAOF = 180° — LFOF — ZFOC = ZAOF = 180° — 100° — 20° = masura unghiului
ZAOF este egala cu .

Raspuns corect: |60 | . ... op

Problema 3
VRN
Pe un arc de centru O se afla punctele A, B, C, D in aceasta ordine, astfel incat 3-m(AB) =
N /'\ 3 N IR ~~
2 -m(BC), m(BC) = 1 m(CD) si 9-m(CD) = 4 - m(DA) Care este masura unghiului
/BAD.

Demonstratie. Rescriem relatiile dintre masurile arcelor:

e 3.m(AB) = 2-m(BO) |:6 m(‘;\B) :m(gc);

— m(BC) _ m(fD);

Wl =
w
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CD DA
N 7~
« 9-m(@D) = 4-m(DA) |36 = "L MO

Obtinem astfel un sir de rapoarte egale si aplicim proprietatea fundamentald a sirului de

rapoarte egale:

m(AB)  m(BC) m(CD) m(DA)

. 2 . 3 . 4 . 9
~ m(AB) +m(BC) +m(CD) + m(DA)  360° 50°
a 2+3+4+9 18 T

Rezulta ca g — — —
m(AB) = 40°, m(BC) = 60°, m(CD) = 80°, m(DA) = 180°.

Obtinem Py —
B D 140°
m(/BAD) = ™ C);m(c ) _ 20 =[70°]
Raspuns corect: |70 | ... ..o o5p
O
Problema 4

Care este solutia reala a ecuatiei

V@ =32 4/(z — 22+ /(z — 124 Va2+ (@ + 124 /(2 + 22+ /(2 + 3)2 = 14(z — 4)?

Demonstratie. \/(x—3)2+\/(x—2)2+\/(x—1)2+\/P+\/(I+1)2+\/(x+2)2+\/(x+3)2:
=z —-4) <= |e-=3|+|z-2)+ |z -1+ ||+ |z+ 1]+ |z+2]+ |z+ 3] = 14(x — 4).
Deoarece v/ > 0 rezultd cd © —4 > 0 <= x > 4, deci fiecare numar din modul este mai mare
sau egal decat 0 si ecuatia devine x —3+z—2+zv—1+z+2+1+2+2+2+3 = 14(z—4) =
Tr=14(r —4) <= 2=20—-8 < 2 =[8].

Raspuns corect: |8 | ... ... 5p

Problema 5

Patrulaterul ABC'D este inscris in cercul C(O, R), astfel incat AD = BC' =3 ¢cm, AB =6
cm si AB > CD. Daca ADNBC = {E} si m(£LAEB) = 60°, aflati lungimea, exprimata in
cm, a razei cercului C(O, R).
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Demonstratie. AD = BC —> X]\D = ﬁa pentru ca intr-un cerc la coarde congruente corespund
arce congruente. Doud arce congruente determina intre ele coarde paralele, deci AB || CD. Prin
urmare, ABC'D este un trapez isoscel cu DC' || AB, baza mare este AB si unghiurile alaturate
bazei mari sunt congruente, deci LA = /B —> AABE este triunghi isoscel cu un unghi de

E
60°, adica este echilateral de latura 6 cm. Cum AD =3 cm — AD = DFE = - adica D

este mijlocul lui (AE) = BD este mediana in triunghiul echilateral AABE. Atunci, BD
este si Tnaltime si obtinem:

BD L AE — m(ZADB) = 90° — m(AB) = 180°

AB
Asadar, AB este diametrul cercului C(O, R) si raza cercului este egala cu — = 3] em.

Raspuns corect:

Problema 6

Determinati aba € N cu proprietatea ci

2
——
\aba = — + 2b.
aba 3+

2

Demonstratie. % +2b € Q, deci Vaba € Q, dar aba € N, de unde rezulta ca aba este patrat
2

perfect. Pe de alta parte % € N = 3| a% Cum 3 este prim, rezulta 3 | a. Adica a € {3,6,9}.

o Pentru a = 3 nu exista solutie pentru c ultima cifrd a numarului aba este 3, iar patratele
perfecte nu pot avea ultima cifra 3;

o Pentru a = 6 singurul patrat perfect de forma 6b6 este numarul 676 = 262 care verifica
2

6
ecuatia pentru ca /676 = ey +2-7,

o Pentru a = 9 nu exista patrate perfecte de forma 959, deoarece singurele patrate perfecte
de 3 cifre care au cifra sutelor egala cu 9 sunt 900 si 961.

Singurul numér care corespunde cerintelor problemei este |676 .
Raspuns corect: 676 | ...... ... . . 5p
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Problema 7
Fiene N, n>1si

1 1 1
a, = + S
vn2+1  /n2+42 vn?+n+1

Aflati partea intreaga a numarului asgos.

1 1
Demonstratie. Suma are n+ 1 termeni, cel mai mare fiind —— si cel mai mic ————,
! vVn2+1° vn2+n+1
deci
n+1 n+1
——————
vn2+n+1 n?+1
n+1 n—+1
Vom demonstra cd —————— > 1 81 ———— < 2.
vn?+n+1 S vn?+1
n—+1 >1 <= n?’+2n+1>n>+n+1 < n>0, ceea ce este adevarat
\/n24in—|—1 ’ '
n -+

<2 = (n+1)2 <444 <= nP+2n+1<dn’+4 <= <3N’ +3 =
T ( )

0 < (n—1)%+2n? 4+ 2, de asemenea adevarat.

Am demonstrat astfel ca 1 < a,, < 2, deci partea intreaga a numarului asgos este egala cu .

Raspuns corect: | 1| ... ... 5p

Problema 8
2-36"+7-6"—4

2-6"—1

Pentru n € N* aflati ultima cifra a numarului A =

Demonstratie. Vom descompune 1n factori numaratorul si vom demonstra ca numarul A este
numar natural.

C2.36"4T7-6"—4 2.6 —6"+8-6"—4 (2-6"—1)(6" +4)

A = = =6"+4.
2.6 —1 2.6 —1 2-6m—1 0"+

Cumn#0 = u(6") =6 = u(A) =u (6" +4) =u(6+4)=[0]

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 9

Fie AABC cu LA=90°, E, F € (AB), astfel incit LZACE = ZFCB = 14°, FB =2AE
si D = mijlocul ipotenuzei. Aflati masura unghiului ZADE.

Demonstratie. Vom nota cu X mijlocul segmentului (FB) = FX = XB = AE. AD este
mediana in triunghiul dreptunghic, deci AD = DB =— AADB este isoscel si ZDAFE =
ZX BD. Obtinem, astfel, ca ADAF = ADBX — /ADE = /ZXDB.
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C

A E F X B
In ACFB, DX este linie mijlocie, deci DX | CF = /XDB = /FCB = 14° pentru ci sunt
unghiuri corespondente. Din ZXDB = 14° si ZADE = /XDB = |/ADE = 14°
Raspuns corect: | 14| ... ... . 5p

Problema 10

Cate perechi de numere naturale nenule (a, b) verifica relatia

Va+2v6 = Va — 2V + V7

Demonstratie. Rescriem relatia astfel:

\/a—|—2\/l_)—\/a—2\/l_):\/l_)

Prin ridicare la patrat, obtinem:

a+2Vb—2vVa2 —4b+a—2Vb=b < 2a—b=2Va? — 4b

Se impune conditia 2a — b > 0 (1) pentru ca in ultima relatie avem egalitate cu un radical care
este mai mare sau egal decat 0. Ridicam din nou la patrat si avem

4a® — 4ab+ b* = 4a®> — 160 < 1% = 4ab — 16b

Cum b # 0 obtinem 44 —16=0>0 = 4a—-16>0 = a>4 = a>5.

Dar din conditia (1) avem 2a — b > 0 <= 2a > 4a — 16 <= a < 8. Solutiile ecuatiei sunt
(a,b) = (a, 4a — 16), unde a € {5, 6, 7, 8}. Numarul solutiilor ecuatiei este egal cu [4]
RaASPUNS COreCt: [ 4| .. o op

Problema 11
a
ba

element din multimea M este numarul rational E, p,q €N, q#0, (p,q) =1, sa se afle
q

b
Se considera multimea M = { + = | a,b e {1,2,3,4,5,6,7,8,9}}. Daca cel mai mic
a

valoarea produsului p - q.

b - b ‘ab+b-ba
Demonstratie. — + — > 0, deoarece a > 0 si b > 0. Insa e 5 _aadtrbba

L0(a? 4 82 2ab ab ) ba a ab - ba
10(c(z(21 ;})2) )++1061Lab < 1 pentru ca 2ab < 101ab. Deci 0 < % + = < 1. Pentru a obtine valoarea
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L . . y Loca b
celui mai mic element din multime vom observa ca, pentru a = b, numarul = + = este egal
a a
a a 2 9 ey .
cu —+ — = o Vom demonstra ca aceasta este valoarea minima, adica fiecare element al
aa aa

o . 2
multimii este mai mare sau egal cu 11 Avem

10(a® + b*) 4 2ab 2 5 o 5 o
> 2 110(a? + 1) + 22ab > 20(a? + b?) + 202ab
10(a? + b2) + 101ab = 11 (a7 +0%) +22ab 2 20(a” + 1) + 2020

— a*+b >2ab < (a—0)*>0.

2
Egalitatea se obtine daca a = b. Deci cel mai mic element al multimii M este 11 iar valoarea
produsului p - g este egala cu 2- 11 = .
Raspuns corect: |22 | .. ... . 5p

Problema 12

Se stie ca
72 .\ y? . 2
r+1 y+2 z+43
unde z, y, z sunt numere reale astfel incat x # —1, y # —2 si z # —3. Aflati valoarea
expresiei

=x+y+ 2+ 106,

1 N 1 N 9
dr+4  y+2 4z+12°

Demonstratie.
72 y? 52 72 y? 52
= 106 <— —x—y—z=106.
:U—|—1+y—|—2+z+3 rT+y+z+ x—|—1+y—|—2+z—|—3 T—Y—=z
x? e —x 1—1—2z 1 1+ 1 .
(] —Tr = = = = —_ = —_
r+1 r+1 r+1 z+1 r+1 z+1 x+1
y? _y2—y2—2y_ -2y  4-4-2y 4 4+2y 4
v+2 YT Ty 2 T ud2T 42yt yt2  y+2
22 22—22-32 =3z 9—-9—3z 9 9+ 3z 9 5
° — Z = g = g — = —
z4+3 z4+3 z+3 z+3 z4+3 z4+3 z+3
2 2 2 1 4 9
Obtinem < + Y + : —rx—y—2=106 <= + + =112 <=
’ r+1 y+2 243 r+1 y+2 243

1

— +9:.

dr+4  y+2 42+12
Raspuns corect: |28 | .. ... . 5p

Problema 13

In trapezul ABCD cu AB || CD si AD = BC, fie M mijlocul segmentului (BC). Dacé
m(LAMB) = 24° si m(£LCM D) = 66°, aflati masura unghiului ZABC.
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Demonstratie. Prelungim AM pana se intersecteaza cu DC in F.

A B
N <

Nu
<

66°

Observam ca:

o« /CME = ZBMA, fiind opuse la varf, deci /DMFE = /DMC+ ZCME = 66° + 24° =
90° <= DM 1 AF,

BM = MC
e /BMA=/CMFE; = AABM =/ AECM — AM =ME
LABM = ZECM

Din aceste doua observatii rezulta ca DM este mediatoarea segmentului (AF) = AADE
este isoscel cu DA = DE — /DAE = ZDEA = a. Pe de alta parte, AB | DE —
/BAE = /DEA = a. Trapezul ABCD este isoscel, deci ZABC = Z/DAB = 2a. In AABM
suma masurilor unghiurilor este 180° = a+ 2a+ 24° = 180° <= a = 52°. Masura unghiului
ZABC este egala cu .

Raspuns corect: | 104 ... ... . 5p

Problema 14

Daca {z1, xs, 3, 24, x5} = {1,2,3,4,5}, aflati valoarea maxima a expresiei

|I1 — $2| i |I2 — $3| aly |I3 — JI4| iy |I4 - $5| o

Demonstratie. Vom numi termeni diferentele de tipul |z; — z;11| si vom face citeva observatii:

valorile pe care le pot lua cei 4 termeni sunt 4, 3, 2 si 1;

 doar unul dintre termeni poate fi egal cu 4 si anume |5 — 1| sau |1 — 5|, adica 1 si 5 sunt
numere consecutive in sirul x1, xo, x3, T4, T5.

« doi dintre termeni pot fi egali cu 3 si anume |5 — 2| = |2 — 5| sau |4 — 1] = |1 —4];
o celelalte valori pe care le pot lua termenii sunt 2 sau 1.

In suma |y — x9| + |22 — @3] + |v3 — 24| + |24 — 25| sunt 4 termeni. Cea mai mare valoare a
acestei sume s-ar obtine cu un termen 4, doi termeni 3 si unul egal cu 2. Acest lucru nu este
posibil pentru ca:

« 1 trebuie sa stea intre 4 si 5;

« 5 trebuie sa stea intre 1 si 2.
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Asta conduce la ordinea 2, 5, 1, 4 sau 4, 1, 5, 2, iar 3 poate sa fie doar unul dintre capete si,
indiferent unde pozitionat, termenul din care face parte este egal cu 1. Deci valoarea maxima
nu poate fi 12, iar pentru 11 avem exemplul x; = 3, 9 = 2, 3 =5, x4 = 1 si x5 = 4. Valoarea
maxims a expresiei este | 11].

Raspuns corect: | 11| .. ... . . 5p

Problema 15
Aflati suma numerelor de forma ab astfel incat

1 b+1
a—+ €N si +

N.
b ae

. .. m o o . . . " v
Demonstratie. Fractia — este numar natural daca si numai daca n | m. O conditie necesara care
n

1 1
rezulta de aici este n < m. Astfel, a: eEN = b<a+1sidin eN —= a<b+1.
a
Coreland cele doua inegalitati obtinem b<a+1<b+2 = a+1€{b, b+ 1, b+ 2}.

1 b b+1 2
e Daca a +1 = b cele doua fractii devin a—[i)— =3 = 1 € Nsi tl_ats 9+
a a a

2 _
+- €N = a € {1,2}. Numerele ab sunt 12 si 23.
a

1 1
e Dacaa+1=b+1 < azbceledouéfraetiidevinCH_ :g%—fEN — a=1.
a a

Numarul ab este 11.
a+1 b+2 B b 2

e Dacaia+1=0+2 <= a=>b+1, prima fractie devine 2 E—I_EGN =
b+1 _
b e {1,2}. A doua fractie este Tt 1 € N. Numerele ab sunt 21 si 32.
a a

Suma numerelor care respecta cerintele problemei este 12 + 23 + 11 + 21 4 32 = .
Raspuns corect: |99 | ... ... 5p

Problema 16
Fie a, b si ¢ trei numere prime care verifica relatia a + b = ¢. Stiind ca media aritmetica
a doua dintre ele este cu 4 mai mica decat de 4 ori puterea a patra a celui de-al treilea
numar, sa se determine care este cea mai mare valoare pe care o poate lua cel mai mare
dintre numere.

Demonstratie. Din a + b = ¢ observam ca unul dintre numerele a si b este 2, altfel suma a + b

este numar par cel putin egala cu 6 si atunci ¢ nu este numar prim. Vom alege ca a = 2. In plus,
+y

=424 — 4,

numarul ¢ este cel mai mare dintre numere. A doua parte a ipotezei se scrie
T+y

€ Z, deci x + y 2, adica x si y au
b+c

unde {z,y, 2z} = {a,b, c}. De aici rezulta mai intai ca

=4.2" 4 —

aceeasi paritate, prim urmare z = 2 si x +y = b + ¢. Obtinem astfel,
b+ ¢ = 120. Mai stim si ca ¢ = b+ 2, de aici obtinem valorile b = 59 si ¢ = 61. Cea mai mare
valoare a celui mai mare dintre cele trei numere este .
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Raspuns corect: |61 ... ... . 5p

O
Problemele 1-16: ... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: .......... ... .. 20p
Total: . 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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