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§1 Solutii

Problema 1

Avem la dispozitie 150 de cubulete identice, din care trebuie sa construim cel mai mare cub
posibil. Cate cubulete raman nefolosite?

Demonstratie. Latura cubului construit are lungimea egala cu numarul de cuburi pe care le
punem pe o latura. Volumul cubului este 13, deci este cub perfect. Cel mai mare cub perfect mai
mic ca 150 este 5% = 125. Numirul de cuburi mici care raman nefolosite este 150 — 125 = [25].

Raspuns corect: |25 ... ... . 5p

Problema 2
Fie p un numar prim si x, y numere intregi. Stiind ca 9zy = p(p + 3z + 6y), gasiti valoarea
maxima posibild pentru p? + 22 + 3%

Demonstratie. Deoarece 9zy este divizibil cu 9 = p(p + 3z + 6y):9. Cum p si p + 3x + 6y
dau acelasi rest la Impartirea prin 3 pentru ca diferenta lor este divizibila cu 3, obtinem ca
ambele dau restul 0, deci p = 3, acesta fiind singurul numar prim divizibil cu 3. Ecuatia devine
92y =94+ 92+ 18y <= zy—2r—2y—1=0 <= (x—2)(y — 1) = 3. Se obtin solutiile
(JZ—Z,y—l) S {(_37 _1)7 (_17 _3)7 (37 1)7 (173)} — (ZE,y) < {(_170)7 (17 _2>7 (572)7 (374)}
Cea mai mare valoare a sumei p® + 22 + 3? se obtine pentru z = 5 si y = 2 si aceasta este
P+’ +y* =38

Raspuns corect: |38 ... ... . 5p
O
Problema 3
3 3
Valoarea minima a sumei § = — + v _ Ty, unde x > 0, y > 0 este egala cu fractia
Yy x
ireductibila %, a,b€Z,b+#0, (a,b) = 1. S& se afle valoarea expresiei a® + b%.

Demonstratie. Aplicam inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica si obtinem

922 43 923 o3
4> =6y/22y? = S > 6y — .
y +$_ \ Ty \/ 2y > 6xy — /Ty

1
Adunam si scadem i1 = 71 pentru a forma un patrat si obtinem

JTY 1 6 ( 1)2 6 ( 1)2 1
> _ _— _—— = —_ _—— = _ _ .
S—6<xy 6 Tiaa) 1 O\ ) T T\ T ) Ty

1\2 1
Minimul sumei se obtine daca 6 (, /Ty — 12) = 0, deci % =-21 Asadar, a = —1 si b = 24,
valoarea sumei patratelor celor doud numere este a® + b = | 577 |.
Raspuns corect: | 577 | ... ... 5p
O
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Problema 4
108

5a — 6

3a—2] B
- —

Determinati a € N pentru care [ ] , unde [z]| reprezinta partea intreaga a

numarului z.

Demonstratie. Prin verificare directa reiese ca 0 si 1 nu sunt solutii.

3a—2 19 108 108
e Pentru 2 <a <7 avem ¢ < — < 3si > —— > 3, deci aceste valori ale lui a
7 " ba—6 29
nu sunt solutii.
-2 25 108 108
e Pentru a > 9 avem a4 > — >3si —— < — < 3, deci aceste valori ale lui a nu
7 " ba—6 39
sunt solutii.
3a—2 22 108 108
e Pent =38 = — 3,4) si = — 3,4).
entru a avem 76(,)$15a_6 346(,)
Unica solutie a ecuatiei este a = .
Raspuns corect: |8 | .. ... 5p
O
Problema 5
+1 3

Cate perechi de numere naturale (z,y) sunt solutii ale ecuatiei 47

2 y+1

1 3
Tt = + 4 echivalent cu x +1 = 8 +
2 y+1 Y+

6 .
7+ P Deoarece x € N rezulta y + 1 € Dg, adica y € {0,1,2,5}. In final, avem solutiile

Y
(z,y) € {(13;0),(10,1),(9,2),(8,5)} . Numarul de perechi de numere naturale (z,y) care sunt
solutii ale ecuatiei este .

RaAspuns corect: |4 | ... .. o5p

Demonstratie. Avem pe rand sau xr =

Problema 6
Daca a,b € N si

€ N, determinati valoarea sumei a + b.

Va—10y/a+ 26+ /b — 4vb +8

Demonstratie. Avem:

3 3
Ja—10ya+26+b—avb+s  J(Va-52+1+ (Vo214

JVa-sp 11

(Vb—2)2+4>2

€N,

unde

— V(a5 +1+/(Vb—22+4>3
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Din:
5 eN
V(Va=52+ 14y (Vo -2 44 = \/(f—5)2+1+\/(\/5—2)2+4:3.
VVa =52 +1+/(Vb—2)2+4>3
Obtiem:
(Va—52+1=1 = (Va—-52*+1=1 = a=5 = a=25
:>a+b:.
VWb—=224+4=2 = (Vb—224+4=4 —= Vb=2 = b=4
Raspuns corect: |29 | ... ... 5p
O

Problema 7

Determinati valoarea numarului natural n care este solutie a ecuatiei

Vo Vi1 - VBT

Demonstratie. Rescriem mai intai expresia 2n + v/4n? — 1 astfel:

dn+2\/(2n +1) (2n — 1)
o+ VA2 — 1 = -

2
on+1+2/@n+1)2n-1)+2n-1 (VZn+1+y2n—1)

Obtinem astfel,

(Van+ 1+ van—1) VI T I4+4v2n—1
2 N V2 ‘

\/2n+v4n2— :J

Ecuatia devine

Vvan —1
\/2n+\/4n2— _S+van-1 =

V2
Von+1+v2n—1 5+v2n—1
= —
V2 V2
= Vnt+l1=5 < 2n+1=25 < n=|12]
Raspuns corect: | 12| ... ... . 5p
O
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Problema 8

Stiind c& x, y > 0 si 22y? + 223y = 1, aflati valoarea minima a sumei (z + y)° .

. 1
Demonstratie. x?y? + 213y =1 <= 22(y* +2zy) =1 < y* + 20y = o

1 1
Obtinem (z +y)* = 2% + ¢y* + 2zy = S Frt 225 1t =2 = (z+y)*>2.

x x
Cazul de egalitate se realizeaza pentru x = 1 si inlocuind in prima ecuatie avem y?+2y = 1 <=
= Py +1=2 <= (Y+17=2 < yev2-1, —/2—1}. Cum y este pozitiv
riméne ca solutie unica y = v/2 — 1. Valoarea minimé a sumei (z 4 y)° este .

RaASpUNS COTeCt: |2 | ... op

Problema 9

Pentru cite valori ale numarului n € Z numarul A = n* 4 2n3 + 2n? + 2n + 1 este prim?

Demonstratie.
A=n*+20 +2n* +2n+1=n*n+ 1) +n*n+ D)+ n+1)2=n+DR>*+n2+n+1)
A=@m+1) [P+ 1)+ m+1)] = A=(n+1>2n>+1)
A este numar prim, deci unul dintre facori este egal cu 1.

TLl:O

L] 2:
(n+1) 1:>{n2:—2

e n?+1=1= n=0

Pentrun =0 = A =1si 1 nu este numar prim. Pentru n = -2 = A = 5, care este numar

prim. Numarul de valori ale lui n pentru care A este prim este egal cu .

RaAspuns corect: | 1| ... op
O

Problema 10

=72 _9r—
Daca p, ¢€Q, reR\Q si { Z B :3 B 5: B 2 , determinati valoarea absoluta a sumei

P+q.

Demonstratie. p =12 —2r —3 = pr=1r3—2r? - 3r
pr =13 —2r? —3r
g=13—=5r—6
Inmultim prima ecuatie din ipoteza cu 2 si obtinem un nou sistem in care adunim cele dous
ecuatil
pr—q=—2r>4+2r+6
2p =22 —4r — 6
Cumg—2peQ = r(p+2)€Q.Darr e R—Qsip+2€Q = p+2=0 < p=-2
siq=—4.
Este necesar sa demonstram ca problema are sens, adica, pentru cele doua valori gasite pentru

Prin scaderea ecuatiilor — pr—q=-2+2r+6

= pr—q+2p = —2r = pr42r =q-2 <= r(p+2) =q—2p.
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p si g exista numarul irational r care este solutie a sistemului format din cele doua ecuatii.
Ecuatia r? — 2r — 3 = —2 are solutiile r € {14+ +/2, 1 —+/2}, iar acestea sunt solutii si pentru a
doua ecuatie. Valoarea absoluta a sumei p 4 ¢ este egala cu @

Raspuns corect: @ .................................................................... o5p

Problema 11

Daca tripletul de numere naturale nenule (x,y, z) este solutia ecuatiei
(z+2y)° + 2z +5y +9 = (y + 2)%,

care este valoarea sumei x + y + 27

Demonstratie. Incadram suma (z + 2y)? + 22 + 5y + 9 intre doua patrate perfecte.
(z+2y+1) < (z4+2y)° +22+5y +9< (v + 2y +3)* =

(r+2y)° +20+5y+9=(r+2y+2)? = 20+3y=5 = r=1siy=1

Ecuatia devine 9 +2+5+9 = (1+2)? = 25 = (1+2)> = 2z = 4 si valoarea sumei
x4+ y + z este egala cu @
Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 12

Determinati numerele naturale abed pentru care :
abe

Vd+2-abe V3 abe
e

Vd+2-abc  V3-abe — — — .
Demonstratie. +d() e Yo e <= abc-\/d+2-abc = d0-V3-abc < abc” -

abc
(d + 2%) —do’-3-abc < abc- (d - 2@) — 3do”. Vom nota abe = x si ecuatia devine
222 4+ dr = 300d?. Inmultim cu 8 pentru a forma un pétrat in membrul stang si obtinem
ecuatia 1622 4 8zd = 2400d%. Adunim un d? in ambii membri ai egalititii si avem (4z + d)° =
(49d)* <= 4z =48d <= x = 12d <= abc = 12d cu solutia unici d = 9 si abc = 108.
Numaérul abed care este solutie a acestei ecuatii este .
Raspuns corect: | 1089 | ... .. . op

Problema 13
Fie numerele reale x, y, 2z cu proprietatea ca sunt adevarate simultan relatiile

2025 _

x y—z
Y% — 5 g
22085 _ 0y

Care este cea mai mare valoare a sumei 22926 4 2026 1 20269
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Demonstratie. Prima ecuatie se inmulteste cu x, a doua cu y si a treia cu z, apoi se Insumeaza

2205 —y 220% — gy
cele trei relatii: { Yy =2—1 < Y020 = gy —xy = 2026 4 42026 4 22026 —
22025 — oy oy 22026 — go gy
Suma are o singura valoare, deci maximul este @
Raspuns corect: @ .................................................................... op
O

Problema 14

Cinci baieti si patru fete vor urca intr-un tren pentru a pleca in excursie la munte, respectand
urmatoarele conditii: niciun baiat nu se va urca in tren cand sunt deja mai multi baieti
decat fete urcati n tren si nicio fata nu se va urca in tren atunci cand sunt deja mai multe
fete decat baieti urcate in tren. In cate moduri distincte pot urca copiii in tren?

Nota: FEste importanta ordinea in care urca baietii, respectiv fetele in tren. Sunt con-
siderate distincte ordonarile in care un anume baiat urca primul sau al doilea.

Demonstratie. Sa observam mai intai ca cei 9 copii vor urca in tren in perechi fata-baiat sau
baiat-fata, alternativ. Primul care urca poate fi baiat sau fata pentru ca in tren nu sunt nici
mai multi baieti decat fete, nici mai multe fete decat baieti. Daca primul care urca este baiat,
atunci urmeaza o fata pentru ca in tren exista deja un baiat, nu este nicio fata, adica suntem in
situatia In care numarul baietilor este mai mare decat numarul fetelor. Dupa ce urca o fata,
se egaleaza numarul de baieti si fete si revenim la situatia anterioara, adica din urmatoarea
pereche de baiat cu fata poate urca oricare dintre cei doi copii mai intai. Aceasta succesiune se
repeta in 4 etape, iar ultimul care urca este un baiat.

In etapa i va urca perechea (B, F) sau (F, B). Cum sunt 4 etape, inseamna ca sunt 2* = 16
moduri de alternare a perechilor. Perechile se pot forma in 5! - 4! moduri pentru ca: in prima
pereche baiatul poate fi ales in 5 moduri si fata in 4, pentru a doua pereche au ramas 4 baieti
din care se poate alege si 3 fete, etc. Numarul de posibilitati distincte pentru a urca copiii in
tren respectand regulile din cerinta problemei este [46080 |

Raspuns corect: [46080 | ... ... i 5p

Problema 15

Se considera patratul ABC'D de latura a si punctul T situat pe diagonala AC' astfel incat
AT = a. In punctul C se construieste perpendiculara C'C’ pe planul patratului astfel incat
CC’" = a. Notam cu 8 masura unghiului planului (ABC') cu planul ce contine dreapta C'T’
si este paralel cu diagonala BD. Sa se afle valoarea pentru 2 - 3.

Demonstratie. Notam cu « planul ce contine dreapta C'T si este paralel eu diagonala BD.
Intersectia dintre a si BC' o notam cu M, iar intersectia dintre o si C'D o notam cu N. Astfel,

a=(C'MN).
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.D| CI
S
n 43’) te,
a .D . e
.................. C_L. aeet M
I |
Observam ca:
BD | e,
BD cC (ABC) — BD | MN.Cum CT L BD = CT L MN.

(ABC)Na=MN

Din teorema celor trei perpendiculare obtinem:

CC' L (ABC)
OT L MN il
O'T L MN = /(a,(ABC)) = £C'TC.
CT, MN c (ABO)[ = Z£le (450))
T e MN

Vom afla masura acestui unghi ca diferenta dintre 180°, ZC'T'A" si LA'TA.

Construim cubul ABCDA'B'C'D’. In triunghiul dreptunghic isoscel AA’AT obtinem A'T =
= av?2 si LZA'TA = 45°. Deoarece A'C' = a+/2 rezulta ca triunghiul AA'C'T este isoscel de
baza C'T cu LC'A'T = 45°, iar de aici ZA'TC' = 67,5°. Raméne ca = ZC'"TC = 67,5° si
2. =[135°]

Raspuns corect: | 135 ... ... 5p

Problema 16

In cubul ABCDA'B'C'D’ de latura [ = 6 cm, consideram punctele M, N, P si ), mijloacele
segmentelor (AA"), (A’D’), (DD'), respectiv (AD). Stiind ca punctul 7" este mijlocul
segmentului (PQ) determinati distanta dintre dreapta CT si planul (M N B).

Demonstratie. Vom demonstra mai intai ca dreapta CT este paralela cu planul (M NB). Un al
patrulea punct al planului (M N B) este C' pentru ca BC' || AD' || M N, deci BC" si M N sunt
coplanare.

CP || BM
CQ | C'N

CPNCQ={C} = (CPQ) || (BMN).
C'NNBM #0

Cum CT C (CPQ) = CT || (BMN). Distanta dintre dreapta si plan este distanta de la
oricare punct al dreptei la plan. Vom extinde planul (BMN).
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D' C'

R

Fie MNNAD ={R} = R, Be€ (BMN) = BR C (BMN). Unim R cu B si prelungim
pana se intersecteaza cu CD in § = S € BR C (BMN), deci planele (BMN) si (BSC")
coincid. Pentru a afla distanta de la dreapta CT la planul (M N B) vom determina distanta de
la C la planul (BSC"), adica naltimea in tetraedrul tridreptunghic C BSC".

AM = A'M l
/AMR = ZA'MN } = AMAR=AMAN = AR=NA = —.
/MAR=/MA'N
AB RA 1 AB 1
AB || D ARAB ~ ARD — === — == = 2.
| DS = AR RDS = S-RD-3 S Ds—3 & cS =2l

Pentru a determina d(C, (BSC") pe care o notam cu h, vom exprima volumul tetraedrului
CBSC' in doua moduri. Pentru asta avem nevoie de inaltimea din C’" pe BS.

Fie CE 1 BS

cC’ 1 (BCS) -
C'E L BS

CE, BSc (BCS)(

E e BS

Aplicim teorema lui Pitagora in ABCS = BS = [/5, apoi calculdm iniltimea in triunghiul

BC-CS 205
dreptunghic ABCS = CFE = B - V5 si din teorema lui Pitagora in ACC'E —>
op =38
mf'wr
. -’ i h [-2l 21
In ﬁnal’ VCBSC/ = ABCS = ABSC X — l = h, <~ h, = — = .
3 3 2 2 3
RaAsSpUNS corect: |4 | .. . op
O
Problemele 1-16: ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
otal: ... 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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