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§1 Solutii

Problema 1

Aflati numarul natural scris in baza 10, stiind ca printre cifrele sale exact una este egala cu
D, iar prin stergerea ei se obtine un numar mai mic cu 275.

Marius Miinea, Gaiesti

Demonstratie. Vom nota numarul initial cu N = ajasy ... aidbiby. .. b,. Dupa eliminarea cifrei 5
obtinem relatia

a;as ... akalbg oo bp = a1as... CLkble v bp + 275 (1)
@y ag - L0PT 5 10P + biby ... b, = @ay - ag - 10P + biby ... b, + 275 (2)
Vom scadea numarul b;b, ... b, din ambii membri ai egalitatii si obtinem
@Gy ag - 10P™ +5.10° = araz . -ay - 10° + 275
@ias - agp - 10P™ + 5. 107 — @raz - ap - 10° = 275
5-10P 4+ 107 - (10 - @yas - - - ax — ajas - - - ax) = 275
5-10°P + 107 -9 - ayas .. .ar = 275 (3)

Observam ca p = 0, altfel in membrul stang ultima cifra este 0, iar In membrul drept ultima
cifra este 5, iar relatia devine
9-aiaz...a, =270

aias . ..ar = 30.

Numarul cautat este |305|.

Barem:

o Scrie corect ecuatia (1) ... ..o 1p

« Descompune numerele si scrie ecuatia (2) ... ... 1p

o Obtine ecuatia (3) ... oottt e 3p

o ODbSErva Ca P =0 ... o 1p

o Obtine solutia ... ... 1p
O

Problema 2

Determinati numarul tuturor numerelor naturale nenule a pentru care exista cel putin un
numar natural nenul b, cu b > a, astfel incat suma resturilor obtinute prin impartirea lui
2025 la a, respectiv la b sa fie egala cu 2025.
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Demonstratie. Conform teoremei impartirii cu rest avem
2025 =a-q1+r1 si 2025=0b-qy + 1o,
unde 0 <7y < asi 0 <1y <b. Aceste doua relatii sunt echivalente cu
2025 —r1=a-qu si 2025 —ry=0b-qo,

de unde observam ca
a 2025 —rysib | 2025 — ro.

Stim ca suma resturilor este 2025, adica ro = 2025 — r1 si inlocuim in a doua relatie de mai sus.
Obtinem astfel b | 2025 — (2025 — ry) <= b | r1. Cum b este divizor al lui 71, inseamna ca,
fie r; =0, fie b < r;. A doua situatie nu este posibila pentru ca a < b din datele problemei, pe
de alta parte r; < a, conform teoremei Tmpartirii cu rest si obtinem b < r; < a < b, situatie
care nu este posibila. Prin urmare, r; = 0 si acesta este divizibil cu b pentru ca 0 se divide
cu toate numerele naturale. Atunci 2025 = a - ¢; si a este un divizor natural al lui 2025. Cum
2025 = 31 - 52 = numadrul divizorilor este (4 + 1) - (2+ 1) = 15.

Mai putem observa in continuare ca ro = 2025 si de aici ¢; = 0, adica b > 2025. Pentru fiecare
valoare a lui a, numarul b poate lua orice valoare strict mai mare decat 2025.

Solutie alternativa: Conform teoremei impartirii cu rest avem
2025 =a-q1+7r1 si 2025 =0-qy+ 1o,

unde 0 < r; < asi0 < ry <b. Adunand aceste ultime doua inegalitati obtinem a + b > r; + rs.
Cum 7y 4+ 79 = 2025 obtinem a + b > 2025. Observam ca:

2025 =a-q +b- g

Daca g2 # 0, atunci din conditia b > a rezulta ca si ¢; # 0. Deoarece ¢; si g2 sunt nenule obtinem
a+b<a-q +b-q =2025. Aceasta situatie duce la o contradictie. Prin urmare, go = 0. Atunci
2025 = a - ¢; si din ecuatia 2025 = a - ¢; + r1 obtinem r; = 0. Asadar, a este un divizor natural
al lui 2025. Cum 2025 = 3*- 52 = numadrul divizorilor este (4 + 1) - (2 + 1) = 15. Pentru
fiecare valoare a lui a, numarul b poate lua orice valoare strict mai mare decat 2025.

Barem:
e Scrie corect teorema Tmpartirii cu rest ... ... . 1p
o Demonstreaza ca b | 71 ... oo 2p
e Elimina cazul b <7y siobtine 71 =0 ... oo 2p
e Afla numarul de valori ale lui a ... ... ... .. . 1p
o Justifica existenta numarului b ... ... ... 1p
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Problema 3

a) Care este cel mai mic numar natural care are toate cifrele egale cu 1 si este divizibil
cu 7?7

b) Ana si Bogdan scriu numere pe tabla. Prima este Ana si scrie numarul 1, apoi scrie
si Bogdan tot numarul 1. Pe rand, cei doi copii scriu pe tabla numarul obtinut prin
alipirea ultimelor doua numere scrise pe tabla. Primele 4 numere scrise pe tabla sunt
1,1, 11, 111.

Cine va scrie pe tabla primul numar divizibil cu 637

Demonstratie.
a) Cel mai mic dintre numerele care au toate cifrele egale cu 1 si sunt divizibile cu 7 este cel
care are cel mai putine cifre. Verificam numerele pe rand:
e 1=7-041 = 1 nu este divizibil cu 7;
e 11 =7-144 = 11 nu este divizibil cu 7;
e 111 =7-1546 = 111 nu este divizibil cu 7;
e 1111 =7-1584+5 = 1111 nu este divizibil cu 7;
e 11111 =7-1587+ 2 = 11111 nu este divizibil cu 7;

e 111111 =7-11-13, deci 111111 : 7 si acesta este cel mai mic.

b) Primele numere scrise pe tabla sunt
1, 1, 11, 111, 11111, 11111111, ... (1)

Numerele din sir sunt scrise doar cu cifra 1, iar numarul de cifre al fiecarui termen ncepand
cu al treilea este egal cu suma numerelor cifrelor celor doi termeni precedenti, adica

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,... (2)
Numerele care se divid cu 63 se divid cu 7 si cu 9.

o 11...1:9 daca si numai daca suma cifrelor este divizibila cu 9, adica numarul de
cifre este divizibil cu 9;

e Vom demonstra ca un numar de n cifre este divizibil cu 7 daca si numai daca numarul
de cifre este divizibil cu 6. Fien =6 -k + r, unde 0 < r < 6.
Atunci 11...1=111111-10""% 4+ 111111 - 10" 12 + ...+ 111111 - 10" 5%+ 11...1.
——— —_——

n cifre r cifre
Fiecare numar care este scris cu 6 cifre de 1 este divizibil cu 6, deci 11...1 : 7 <=
——
n cifre
<= 11...1 : 7. Din cele demonstrate la punctul a) obtinem r = 0.
if
r cifre

In concluzie, numerele de n cifre egale toate cu 1 se divid simultan si cu 7 si cu 9 daci si
numai daca n este divizibil simultan si 9 si cu 6. Astfel, trebuie sa cautam primul termen
din sirul (2) care respecta aceste cerinte. Nu este greu de aflat, acesta este al 12—lea
termen, adica 144. Cum Bogdan este cel care scrie numerele de pe pozitiile pare din sir,
inseamna ca el va scrie primul numar care se divide cu 63.
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Barem:

o a) Justifica de ce 111111 este solutia ... ..o e 1p

 b) Identifica regula de calcul pentru numarul de cifre al fiecarui numar ... ........ ... 1p

o Observa ca numarul de cifre este divizibil cu 9 ... ... ... ... L 1p

e Demonstreaza ca numarul de cifre este divizibil cu 6 ... ............. ... ... .. ... ... 3p

e Determina locul primului termen din sir divizibil cu 63 ... ...... ... ... ... .o 1p
O

Problema 4

Ana si Bogdan joaca un joc. Pe o tabla 9 x 9 formata din 81 de patratele albe cei doi copii
coloreaza alternativ patratelele tablei dupa urmatoarea regula:

o Prima care coloreaza este Ana si ea coloreaza in verde un patrat 2 x 2 format din 4
patratele albe;

» Bogdan coloreaza in galben un patratel alb (adica unul care nu a fost deja colorat de
Ana).

« In momentul in care Ana nu mai poate colora, Bogdan va colora in galben restul
patratelelor ramase din tabla 9 x 9;

« Jocul ia sfarsit iIn momentul in care toate patratelele tablei mari sunt colorate in verde
sau galben.

Care este cel mai mare numar de patratele pe care ar putea sa le coloreze in galben Bogdan
pana la sfarsitul jocului si care este strategia pe care trebuie sa o aplice acesta?

Demonstratie. Vom numi celula pivot un patrat dintre cele colorate in albastru in desenul de
mai jos, adica cele care se gasesc la intersectia dintre o linie cu numar par si o coloana cu numar
par.

Observam ca, oricum ar selecta Ana un patrat 2 x 2, acesta va contine si o celula pivot, adica,
pentru a putea colora un patrat 2 x 2 ea are nevoie ca cel putin o celula pivot sa fie necolorata
de Bogdan in galben. Prin urmare, pentru a putea colora cat mai multe patratele ale tablei
mari in galben, Bogdan va colora, de fiecare data cand 1i vine randul, o celula pivot in galben,
reducand astfel din posibilitatile Anei. Sunt 16 celule pivot, prima care coloreaza este Ana, deci
ea va colora 8 patrate 2 x 2, adica 8 - 4 = 32 patratele din cele 9 -9 = 81 pe care le are tabla
mare. Cel mai mare numar de patratele pe care le poate colora Bogdan este 81 — 32 = 49.
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Barem:
o Observa ca patratele colorate in verde contin cate o celula pivot ... ............... ... 2p
« Stabileste strategia pe care trebuie sa o aplice Bogdan ... ......... ... .. .. ... L 3p
e Obtine ca numarul maxim de patratele este 49 ... ... ... ...l 2p
O
Problemele 1-4: ... . 4 x Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... ... Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 3 ore
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