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§1 Solutii

Problema 1

Aflati numerele rationale nenule a, b, ¢ si d care verifica relatiile:

b d d b
a=1+—, b=2+2 c=3+2" 4=4+2
d a b c

Adrian Bud, Negresti Oas

Demonstratie. Relatiile sunt echivalente cu:
ad=d+0bc (1)

ab=2a+cd (2)
bc=3b+ad (3)
cd=4c+ab (4)

Din (1) + (3) rezulta ad + be = d 4 be + 3b + ad, adica d + 3b = 0, de unde d = —3b.
Din (2) + (4) rezulta ab + cd = 2a + cd + 4c + ab, adica 2a + 4¢ = 0, de unde a = —2c.

Prin inlocuirea lui a si d in prima relatie, aceasta devine 6bc = —3b + bc sau —5bc = 3b, de

6

unde rezulta c = ——sia = —.
Prin Inlocuirea lui a si d in a doua relatie, aceasta devine —2bc = —4c¢ — 3bc sau 2b = 4 + 30,

de unde rezulta b = —4 si d = 12.

6 3
Numerele sunt a = 5 b=—-4,c= —x sid=12.

Barem:
o Obtined=—3bSla=—2C... .o 3p
« Obtine valorile pentru una dintre perechile (a,c) sau (b,d) ... .................... ... 3p
o Finalizare ... ... 1p
O
Problema 2

Fie a, b, ¢ numere naturale mai mari decat 1, astfel incat

c+1la+b a+1|b+e, b+1]|c+a.

Sa se determine cea mai mare valoare posibila a sumei a + b + c.

Demonstratie. Presupunem ca a > b > ¢. Din a+ 1 | b+ ¢ si inegalitatea b+ ¢ < 2a < 2(a + 1)
rezulta ca b+ ¢ = a + 1. Prin urmare, a = b+ ¢ — 1.

In continuare stim cA b+ 1 |a+c = b+1|2c+b—1.Darb+1|b+1,deci b+ 1
divide si diferenta lor, adica b+ 1 | 2¢ — 2. Adica, 2¢ — 2 este un multiplu al lui b + 1 si
b+1<2c—2<2b—2<2(b+1),deunde obtinem 2c —2=>b+1 <= b=2c—3.

De aici rezultd cd @ = 3¢ —4 si ¢+ 1| 5¢ — 7. In plus, ¢+ 1 | 5¢ + 5 si divide si diferenta lor,
decic+1|12 <= c+1€{1,2,3,4,6,12}. Pe de alta parte, a + b+ ¢ = 6¢ — 7 si pentru a fi
cea mai mare e necesar ca ¢ sa ia cea mai mare valoare, adica 11. Valoarea maxima a sumei
a+ b+ c este 59.
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Barem:
e Demonstreaza b+ c=a+ 1, unde a este cel mai mare ... ........................ S 2p
o Demonstreaza b = 2 — 3 ... o 2p
o Demonstreaza c+ 1| 12 ... ... 2p
o Obtine valoarea maxima 59 ... ... . e 1p
O
Problema 3

Intr-o comunitate fiecare biiat are fie exact un prieten, fie exact doi prieteni. Prietenia este
reciproci, adici dacd A este prieten cu B, atunci si B este prieten cu A. Intr-o dimineata,
toti baietii cu doi prieteni poart tricouri rosii, iar ceilalti baieti poarta tricouri albastre. In
acest moment oricare doi prieteni poarta tricouri de culori diferite. Dupa-amiaza, 10 baieti
isi schimba tricourile rosii in tricouri albastre si 12 baieti isi schimba tricourile albastre in
tricouri rosii. Acum oricare doi prieteni poarta tricouri de aceeasi culoare. Cati baieti sunt
in aceasta comunitate?

Observatie: Un baiat isi poate schimba tricoul o singura data.

Demonstratie. Pentru inceput facem urmatoarele observatii:

» Daca doi prieteni ar purta tricouri de aceeasi culoare, ar incalca conditia enuntata. Prin
urmare, o legatura de prietenie se face intotdeauna intre un baiat cu tricou rosu (doi
prieteni) si un baiat cu tricou albastru (un singur prieten).

« Doi baieti cu tricou albastru nu pot fi prieteni intre ei, deoarece ar avea aceeasi culoare.
Astfel, fiecare baiat cu tricou albastru are ca singur prieten un baiat cu tricou rosu.

« Daca doi baieti cu tricou rosu ar imparti acelasi prieten (un baiat cu tricou albastru),
atunci acel baiat ar avea doi prieteni si ar trebui sa poarte tricou rosu. Obtinem o
contradictie deoarece acel baiat nu poate fi avea 1n acelasi timp si tricou albastru si tricou
rosu. Asadar, prietenii fiecarui baiat cu tricou rosu sunt unici.

Conform acestor observatii, asa cum se vede si in figura de mai jos, putem grupa copiii cate 3:
unul cu tricou rosu si cei doi prieteni ai sai care au tricouri albastre.

A AA A A A A A A A

In fiecare grupa de cate 3 copii, se poate face una din urmatoarele doua schimbari pentru ca
oricare doi prieteni sa aiba tricouri de aceeasi culoare:

« fie cel cu tricou rosu isi schimba tricoul in albastru si atunci toti cei 3 din acea grupa au
tricouri albastre

o fie cei doi copii cu tricouri albastre 1si schimba tricourile cu tricouri rosii si atunci toti cei
3 din acea grupa au tricouri rosii.
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Ca, 1n final, orice pereche de prieteni sa aiba tricouri de aceeasi culoare, este necesar ca in fiecare
pereche exact unul sa isi schimbe culoarea tricoului — nu améandoi, pentru ca altfel ar avea in

continuare culori diferite.
10

AA”AAA”K
A A A A A A R R R R R R

12

Cei 10 baieti care isi schimba culoarea tricoului din rosu in albastru au 20 de prieteni cu tricouri
albastre, deci sunt 10+20=30. Cei 12 copii cu tricouri albastre care isi schimba in rosu au 6
prieteni cu tricouri rosii. Numarul baietilor din comunitate este 30+18=48.

Barem:

e Observa ca doi prieteni au tricouri de culori diferite ... .......... ... ... ... ... ... 1p

o Observa ca baietii cu tricou albastru au un singur prieten ... ..................... ... 1p

o Argumenteaza ca doi baieti cu tricouri rosii nu au prieteni comuni ... ............ ... 1p

o Demonstreaza ca intr-o pereche de prieteni unul singur isi schimba tricoul ... ..... ... 2p

o Finalizare ... ... 2p
0

Problema 4

Fie AABC un triunghi dreptunghic de ipotenuza AC. Punctul O este mijlocul ipotenuzei.
Se considera un punct E in exteriorul triunghiului, astfel incat AE = AC, OB 1 BE, iar
A si E sunt de o parte si de alta a dreptei BO. Notam AE N BO = {M}. Aratati ca daca
m(£LBME) = 60°, atunci AB = BC.

Adrian Bud, Negresti Oas

Demonstratie. BO este mediana corespunzatoare ipotenuzei in triunghiul dreptunghic ABAC' —-

BO = AZC = A0 = AAOB este isoscel cu OA = OB =— /ABO = /BAO. Pe

de alta parte, ZAMO = ZABM + ZBAM, ca unghi exterior triunghiului AABM, deci
/ZBAO + ZBAM = 60°. Asta ne sugereaza sa lipim langa unghiul ZBAO un unghi de masura
egala cu ZBAM pentru a obtine un unghi cu masura 60°. Fie AACP echilateral, astfel incat
punctele B si P sunt de aceeasi parte fata de dreapta AC.
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A

60°

60°

60
P E

Notam m(£ZBAC) = m(£LABO) = a°. Vom demonstra ca semidreapta (C'B este in interiorul un-
ghiului ZPC A. Observam pentru inceput ca a > 30° deoarce m(£LABM )+m(£BAM) = 60°, iar
m(£LBAM) < m(£LBAC) =m(LABM) = «°. Apoi, deoarece o > 30° si m(LACB) = 90° — «,
obtinem m(ZACB) < 60° = m(£LACP), deci semidreapta (CB este in interiorul unghiului
LPCA.
In continuare vom arata cd m(/PAB) = m(/MAB). Asadar m(/PAB) = m(/PAC) —
m(£/BAC) = 60°—a. In AABM avem m(Z/MAB)+m(/MBA) = m(/BME) = m(/MAB) =
60° — a.
Demonstram ca ABAP = ABAE.

AP = AC = AE }

LUL

AB = AB LU ABAP = ABAE = m(ZABP) = m(ZABE) = 90° + .

/BAP = /BAFE

In AABP avem m(£LAPB) = 180° — [m(£BAP)+m(£LABP)| = 180° — (60° — o + 90° + ) =
30° = m(LCPB) =m(LCPA) —m(£LBPA) = 60° — 30° = 30°.
Demonstram ca APBA = APBC.

PA = PC
/APB = /CPB y 2 APBA= APBC — BA= BC.
PB=PB
Barem:
o Construieste triunghiul echilateral ... ... ... .. .. .. 2p
o JustificA (CB C INt(LACP) ... o 1p
o Demonstreaza ca ABAP = ABAE ... ... . 2p
o Demonstreaza ca APBA = APBC. ... o 2p
[
Problemele 1-4: .. ... ... . 4% Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... . Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 3 ore
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