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§1 Solutii

Problema 1

Aflati tripletele de numere naturale nenule (m,n, k) care sunt solutii ale ecuatiei
8™ 4l — 1=k
unde am notat cu n! produsul primelor n numere naturale nenule.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

Demonstratie. Vom cauta, de fapt, numerele m si n pentru care expresia 8™ 4+ n! — 1 este patrat
perfect. Stim ca, de regula, trebuie sa cautam solutii printre numerele "mici", iar pentru restul
numerelor vom cauta argumente pentru care nu este patrat perfect. Numarul 8™ ne sugereaza

sa verificam resturile la Impartirea prin 4, atata vreme cat m # 0, adica 8™ : 4.
y n!:4 . y .
e Dacan >4 = = 8" +n!—1=My+ 3, deci nu este patrat perfect, prin
8™ : 4
urmare nu avem solutii.

e Dacin <4 <= n € {l,2,3} distingem urmatoarele situatii:

—Cazuln =1 = 8"+ 1—-1=k = 8™ = k?, deci In aceasta situatie avem o
infinitate de solutii (m,n, k) = (2t,1,8").

—Cazuln=2 = 8" +2-1=k* = 8" +1=Fk* < 8" =(k+1)(k—1).
Deci k + 1 si k — 1 sunt divizori pentru 8™.

k—1=20
k—1|k+1 k=2
— 9b _ _
k+1=2 :{k—l\k—l — k—1|2 = &k 16{1,2}:>{k:3
a<b

o Pentru k =2 = 8™ + 1 = 22, fara solutii in N.
oPentru k =3 = 8" +1 =3 = 8" =8 = m = 1, deci solutia este
(m,n, k) =(1,2,3).

— Cazul n = 3 = 8™+ 5 = k2, fard solutii in N deoarece 8™ + 5 = Mg + 5, ori
patratele perfecte impare sunt de forma Mg + 1.

Barem:
e Demonstreaza ca pentru n > 4 nu exista solutii ... ... ... . L 1p
o Rezolva cazul m = 1 ... e 2p
o Rezolva cazul m = 2 ... 3p
o Rezolva cazul m = 3 ... o 1p
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Problema 2

Se considera numerele naturale nenule a, b, ¢, a # ¢ si b # 5 si numarul

_a+b+c+5
a+b b+c c¢c+5 a+5h

a) Demonstrati ca 1 < A < 3;

b) Daca A € N, demonstrati ca a + b+ ¢+ 5 este numar compus.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

Demonstratie.

a)

a - a
a+b a+b+c+5
b b

>
ZHEC a+b—|c—c—|—5 :A>w:
at+b+c+5b

ch5 - a—l—ngc+5

>
a+5 a+b+c+5b
a+x

T
adevarata pentru ca este echivalenta cu a(b+ ) < b(a+2) <= ab+ar < ab+br <

a < b. Aplicam acest rezultat pentru fiecare dintre fractiile care compun suma de la A si

a
Stim ca daca a, b >0 si a <b atunci 7 < pentru orice z > 0. Afirmatia este

obtinem:

a - a+c+5
a+b a+b+c+5

b - b+a+5
b+c a+b+c+5 :$14<3W+b+c+5):$14<3
€ . ctath a+b+c+5 '
c+5 a+b+tc+5

5) 5+b+ec
a+5 a+b+c+5b

b) Am demonstrat cd 1 < A <3sicum A €N = A = 2. Vom demonstra ca ac = 5b.

¢ + 0 + ‘ + > =2
a+b b+c c+5 a+5b
a +b+c_ c +c+5_ ) n 5 PN
a+b b+c b+c c¢c+5 c¢c+5 a+5b
a c 5) 5
a+b_b+c+a+5_c+5_
ab — be N 5¢ — ba _0 e
(a+b)(b+c) (a+5)(c+5)
b(a — c) 5(a—c)

(a+0)(b+c) (a+5)(c+5)

Cum a — ¢ # 0, obtinem:

b 5
@+ D)0+d (cxrs)ats =
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abc + 25b — 5b* — Hac
(a+0)(b+c)(a+5)(c+5)
b(ac — bb) — 5(ac — bb) =0 <= (ac —5b)(b—5) = 0.

=0 <<

Dar b —5 # 0 = ac = 5b. Demonstram ca a + b + ¢ + 5 este numar compus. Din
ac = 5b observam ci 5 | a sau 5 | c. Inlocuim pe b cu b = e si obtinem a +b+c+5=
5a +ac+5c+25  (a+5)(c+5)
5 B 5

ac ) .
a+€+c+5: € N pentru ca a : 5 sau c : 5, deci

a+5:5sauc+5: 5.

Observatie 1: O intrebare fireasca este daca exista numerele a, b, ¢ care verifica datele problemei.
Din ac = 5b gasim oricate astfel de triplete, se poate verifica usor pentru (a, b, c) = (9,27, 15).

Observatie 2: In mod evident, concluzia nu este conditionati de maniera in care a fost demon-
strata problema aici si atunci este firesc sa ne intrebam ce se intampla in cazul in care a = ¢ sau
b = 5. In fiecare dintre cele dous situatii numarul A este 2 si atunci concluzia nu mai ramane
adevarata.

Barem:
o a) Demonstreaza A > 1 ... oo Ip
o Demonstreaza A < 3 ... . 2p
o b) Demonstreaza ac = Db ... ... 3p
o Finalizare ... ... 1p
O
Problema 3

Fie ABC un triunghi isoscel cu AB = AC. Fie D si E pe laturile AB si respectiv AC' astfel
incat AD = C'E. Se construiesc paralelogramele AEBV si ADCU. Fie S intersectia dintre
cercurile circumscrise triunghiurilor ADFE si ABC' si fie K punctul diametral opus lui .S in
cercul circumscris triunghiului ABC. Notam cu R intersectia dreptelor DE si UV.

a) Demonstrati ca (SR este bisectoarea unghiului ZDSFE.

b) Demonstrati ca dreptele SK, DE si UV sunt concurente.

Ana Boiangiu, eleva, Bucuresti

Demonstratie.
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2)

Demonstram mai intéi ca patrulaterul ADES este trapez isoscel.
Avem ZSBD = /SCFE si Z/SDA = ZSFEA, adica ZSDB = ZSEC. De aici ASBD ~

ASCFE, deci
SD BD AFE

SE  CE AD’
Dar Z/DAE = ZDSE, deci ADAE ~ AESD, adica ADAE = AESD (intrucit au
latura comuna DFE). De aici, patrulaterul ADES este intr-adevar trapez isoscel.
Demonstram acum ca (SR este bisectoarea unghiului ZDSFE.
Avem BV = AE = BD si ZDBV = ZBAC, de unde ADBV ~ ABAC. De aici rezulta
imediat ca VD || BC. in mod analog obtinem ca UE || BC.
Atunci VD || EU, de unde

DR VD BD AE
RE EU CE AD’
unde am tinut cont de faptul ca ABDV ~ ACEU ~ ABAC.

De aselnenea, avell

DR AE SD
RE  AD SE’
deci din reciproca teoremei bisectoarei, SR este bisectoarea unghiului ZDSFE.

Notam cu 2« masura unghiului ZBAC' si cu  masura unghiului ZSC'A. Din faptul ca punc-
tele A, B, C, K si S sunt conciclice obtinem ca Z/SCB+/ASB = 180°, /ZKSC = /K AC
si /BSK = /BAK.

Stim ca SK este diametru 1n cercul circumscris triunghiului AABC, deci ZSAK = 90°
180° — ZBAC

din conciclicitatea celor 5 puncte. Cum AABC este isoscel, ZACB = 5
90° — a, deci ZBC'S =90° — a+ (. Asadar, ZSAB =180° —90°+a — 3 =90°+ o — f3,
deci /BAK = a — 3, de unde obtinem ca /BSK = a — (3.

Cum LKAC = /BAC — ZBAK =2a—(a—f) = a+f3, se obtine ca LZKSC = ZKSA =
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a+ B.

Stim si ca ADES este trapez isoscel, deci ca AD = ES = CFE, in concluzie, ZESC =
ZECS = . Cum ASBD ~ ASCE, se obtine ca ZBSD = ZESC = (5.

Asadar, /KSE = /KSC — ZESC =a+ -0 =qa,iar ZDSK = /DSB + /BSK =
B+a—p0F=a,deci ZKSE = ZKSD, de unde obtinem ca SK este bisectoarea unghiului
Z/DSE. In concluzie, S, R si K sunt coliniare si concurenta este demonstrata.

Varianta: Observam ca SR este simetrica bisectoarei unghiului ZDAFE fata de me-
diatoarea segmentului AS. Dar unghiul ZDAEFE este unghiul ZBAC, iar daca bisectoarea
acestuia intersecteaza cercul circumscris in L, avem AL diametru si deci AK LS dreptunghi,
de unde reiese imediat concluzia.

Nota: De fapt, K este punctul Miquel asociat triunghiului ADFE si punctelor B, C' si R. Avem
/KRE =180° - ZSRE = /RSA = Z/KCE,

deci K se afla pe cercul circumscris triunghiului C K E, ceea ce e suficient.

Barem:

o a) Demonstreaza ca ADES este trapez isoscel ... ........ ... . i 1p

o Demonstreaza VD || EU || BC ... .o Ip

e Demonstreaza @ = @ .......................................................... 1p

RE  AD

o Demonstreaza ca (SR este bisectoarea unghiului ZDSE ... ................. .. ... ... 1p

e b) Demonstreaza ZKSC = ZKSA ... oo Ip

o Demonstreaza ZBSD = ZESC ... . 1p

o Demonstreaza (SK bisectoarea unghiului ZDSE ... ... . ... ..o i 1p
O

Problema 4

Andrei are 3 seriale preferate pe care vrea sa le revada pe parcursul a 8 zile, fiecare avand
cate 12 episoade. Notam aceste seriale cu I, I1, respectiv I11. El procedeaza astfel: in ziua n
isi alege n episoade consecutive dintr-un singur serial si le urmareste in ordine. De exemplu,
in prima zi ar putea sa urmareasca episodul 5 din serialul /7, in a doua zi episoadele 7 si 8
din serialul 711, etc. In cAte moduri poate Andrei si termine de vizionat cele 3 seriale?

Demonstratie. Observam mai Intai ca, in a sasea, a saptea si a opta zi, trebuie sa vizioneze
episoade din seriale diferite, pentru ca 647 = 13 > 12, adica ar depasi numarul total de episoade
dintr-un serial. In plus, in a cincea si in a opta zi nu poate viziona episoade din acelasi serial,
pentru ca suma lor este 13 si, din nou, depaseste numarul total de episoade dintr-un serial.
Exista doua cazuri pe care le vom analiza.

« Daca, In ziua a cincea si a saptea, vizioneaza episoade din acelasi serial, atunci poate
urmari serialele in una dintre combinatiile

(1,2,3,6), (5,7, (4, 8)
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(2, 4,6), (5,7, (1, 3,8).

Pentru prima combinatie gasim 3! moduri in care poate alege ce seriale corespund fiecarui
pachet: pentru pachetul (1, 2, 3, 6) poate alege oricare dintre cele 3 seriale, pentru
pachetul (5, 7) oricare dintre cele doua care au ramas, iar pentru ultimul raméane o singura
optiune.

Acum, trebuie sa aflam si in ce ordine va viziona episoadele dintr-un serial, pentru ca, de
exemplu, pachetul (5, 7) poate fi urmarit in doua moduri: primele 5 episoade in ziua cu
numarul 5 si restul in ziua cu numarul 7, sau ultimele 5 episoade in ziua cu numarul 5
si primele 7 episoade In ziua cu numarul 7, deci 2! moduri. Acelasi lucru este valabil si
pentru pachetul (4, 8). Pentru pachetul (1, 2, 3, 6) exista 24 moduri de alegere a ordinii
in care urmareste episoadele, asa cum se vede in tabelul de mai jos.

1

DO ||| DD
W W[
RN Wk WM
PN P W W
WWININ|P2|-
DO ||| DD
N2 Wk |W[N
PN P W W
WM Wik ||
RN WikLr|W(kL N
DO ||| DD
P NN W W
WWININ|(P2|-
RN Wk | WM
PN P Ww W
DD DD

Prin urmare, numarul total de moduri in acest caz este
6-24-2-2=0576.

Pentru a doua combinatie, pachetul (2, 4, 6) poate fi selectat in 6 moduri: grupul de 6
poate fi o extremitate, adica primele 6 sau ultimele 6 episoade, iar celelalte doua grupe
pot fi alese de fiecare data in doua moduri sau poate fi format din episoadele 3-8 sau
5-10, astfel incat la extremitati sa existe grupe de cate 2, respectiv 4 episoade consecutive.
Acelasi lucru se intdmpla si pentru pachetul (1, 3, 8), iar pentru (5, 7) ramén tot doua
variante. In total sunt

6-6-2-6=432

moduri.

« Daca, In ziua a cincea si a sasea, vizioneaza acelasi serial, atunci exista combinatia
(1,5,6), (2,3,7), (4,8).

Primul pachet poate fi ales in 6 moduri, al doilea tot in 6 moduri si ultimul in 2 moduri,
deci si in acest caz avem
6-6-6-2=432

variante.

Prin urmare, exista
276 + 432 4 432 = 1440

moduri n care Andrei poate sa selecteze ordinea in care va urmari cele 3 seriale.

Barem:
e Observa ca in ultimele 3 zile trebuie sa vizioneze episoade din seriale diferite ... .. ... 1p
o Numara corect combinatiile pentru cazul zilele 5 si 7 acelasi serial ... ............. ... 4p
o Numara corect combinatiile pentru cazul zilele 5 si 6 acelasi serial ... ............. ... 2p
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]
Problemele 1-4: ... ... . . . . . 4% Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... .. ... Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 4 ore
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