5= 2ab+2bc+2ac

‘y= -b + Vb2 - 4ac % ;x
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§1 Solutii

Problema 1

Cate numere naturale cuprinse intre 2'° + 1 si 2!8 — 1 se divid cu 2'°?

a) 256 b) 255 c) 254 d) 512

Demonstratie. Numerele care se divid cu 2!° sunt de forma 2'° - %, prin urmare trebuie si aflam
valorile Iui k pentru care 210 < 210 .k < 21 «— 1 <k < 2® < ke {2,3,4,...,255}.
Numirul de numere care verifica cerintele problemei este egal cu | 254].

RASPUNS COTECE: [ C) | ..o e op

Problema 2

Vom spune despre un numar natural de 4 cifre ca este docil, daca prin eliminarea oricarei
cifre a lui, numarul rezultat de 3 cifre este un divizor al numarului original. Cate numere
de 4 cifre sunt docile?

a) 14 b) 9 c) 27 d) 234

Demonstratie. Vom nota cu abed un astfel de numar.
o abc | abed, dar abe | abc) = abc | d = d = 0;
o ab0 | abc0, dar ab0 | ab00 = ab0 | c0 = ¢ = 0;
e 500 | ab00, dar 600 | b0O0 = b00 | a000 = b | a0.

 a00 | ab00, dar a00 | a000 = @00 | b00 = a | b.

Am obtinut, astfel, cd a | b si b | a0. Vom numara céte astfel de numere exista dandu-i pe rand
valori nenule cifrei a.

ea=1= 1|b]10 = be {1,2,5};
ca=2 = 2|b|20 = be {24}
e a=3 = 3|b|30 = be{3,6};
e a=4 = 40|40 = be {4,8};
«a=5= 5|b|50 = be {5}

e a=6 = 6|b|60 = be {6}
ca=7= T|b|70 = be {7}

e a=8 = 8|b|80 = be {8}

e a=9 = 9]b|90 = be {9}

Numérul de numere docile este | 14]

RaASpUNS COTeCt: [a) | ... i 5p
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Problema 3
Cate triplete (a,b, ¢) de numere prime exista, stiind cd a < b < ¢, ¢ —a < 10 si a® + b* + ¢?
este numar prim?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4

Demonstratie. Analizam urmatoarele cazuri:

o Daci a = 2, atunci b si ¢ sunt impare = a? +b? +¢® : 2 si a® + b* + ¢ > 2, adici este
numar compus si nu convine.

e Daciia,b,c>3 = a2, 02,2 Ms+1 = a®>+b*+c:3sia®+b+ >3, deci
este numar compus si din nou nu convine.

Asadar, a =3 si ¢ — 3 <10 = ¢ < 13, ¢ este numar prim — ¢ € {7,11}.

e c=7 = b=2>5. Atunci a®> +b? + ? =32+ 52+ 7% = 9+ 25 4+ 49 = 83, care este numar
prim.

e c=11 = be {5, 7).
Daca b = 5, atunci a® + b? + ¢ = 32 + 52 + 112 = 155, care este numar compus.
Daci b = 7, atunci a® + b* + ¢ = 32 + 7% + 112 = 179, care este numar prim.

Tripletele care verifica cele 3 conditii ale problemei sunt (a,b,¢) € {(3,5,7), (3,7,11)}. Numarul
tripletelor care sunt solutii ale problemei este egal cu .

Raspuns corect: |b) | ... 5p
]
Problema 4
1 2 3 45 6 7 8
Cel mai mic produs a 3 distincte din multi {} ¢
el mai mic produs a 3 numere distincte din multimea (3, 3, 7, &5 & = g g este
egal cu:
1 1 3 1

si pentru a obtine cel mai mic pro-
n n+1
<
n+1 n+ 2

n
Demonstratie. Fractiile din multime sunt de tipul 1
n

dus trebuie sa Inmultim cele mai mici numere. Vom demonstra ca
n(n +2) (n+ 1)

<« n?+2n < n?®+ 2n + 1, inegalitate adevarata. Prin
n+Dn+2) = (+)n+2) s

S . . 12 3 . 1
urmare, cele mai mici elemente din multimea A sunt 23 7 iar produsul lor este 1l

Raspuns corect: |b) | ... 5p
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Problema 5
Val i S L e L e L + L 4.+ a0
I meil = :
aloarea sume 5.4 10-6 ' 15-8 ' 20-10 120-50 ¢
29 23 13 12
®) 120 b) 310 °) 120 4 135
Demonstratie.
S = L + ! + L + L 44 L
5-4 10-6 15-8  20-10 120-50
! (1 N 1 1 N 1 - 1 )_
5.2 \1-2 23 3-4 4-5 7 24.25)
1 (2—1+3—2 4—3+5—4+ +25—24)_
5.2 \1-2 2.3 3.4 4.5 77 24.925 )
1 (1 1+1 1+1 1+ +1 1)_
52 \1 2 2 3 3 4 724 25)
Slo o L[
5.2 25 5-2 25 125
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p
O
Problema 6
Aflati cea mai mare valoare a numarului natural n stiind ca multimea A ={1,2,3,...,n}
contine exact 674 de numere pare nedivizibile cu 3.
a) 2025 b) 2020 c) 2021 d) 2023

Demonstratie. Numerele pare nedivizibile cu 3 sunt de forma 6k 4 2 sau 6k + 4. Dintre cele 674
numere pare nedivizibile cu 3, jumatate sunt de forma 6k + 2 si celelalte 337 sunt de forma
6k + 4. Cum primul numar este 2 = 6-0+ 2, inseamna ca ultimul numar par nedivizibil cu 3 este
6 - 336 +4 = 2020. Observam ca 2021 este impar, iar 2022 este par si divizibil cu 3, deci niciunul
dintre aceste numere nu este par nedivizibil cu 3. De asemenea, 2023 este impar, deci nici el nu
se numard. In schimb, 2024 = 6 - 337 4 2 este par si nedivizibil cu 3, deci ar apirea inca un
astfel de numar, ceea ce nu este permis. Prin urmare, cea mai mare valoare a lui n este .

Raspuns corect: [d) | ... ..o 5p
O
Problema 7
Numerele naturale nenule x si y verifica relatia
(x +y) - (bx + 1) = 2025.
Care este produsul numerelor x si y?
a) 144 b) 81 c) 0 d) 225
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Demonstratie. (x +y) - (bx + 1) = 2025 = bz + 1 | 2025, deci 5z + 1 este un divizor al lui
2025 de forma M5 + 1. Cum 2025 = 3*-52 = 5x + 1 este un divizor al lui 2025 nedivizibil cu
5, deci vom cauta doar printre cei de forma 3*. Singurii care sunt de forma cautata sunt 1 si 81.

e bx+1=1 <= z =0, solutie care nu convine pentru ca numerele sunt nenule.
e Jx+1=81 < z=16siy=0.
Produsul numerelor z si y este 16 -9 = [144].
RASPUNS COTeCt: [Q) | ...t op

Problema 8

sunt ireductibile?

Cate dintre fractiile

a) 420 b) 540 ¢) 600 d) 480

abe
2025

este ireductibila daca numerele abc si 2025 au ca unic divizor comun

Demonstratie. Numarul fractiilor de forma este egal cu numarul numerelor naturale de 3

abe

cifre, adica 900. Fractia

pe 1, adica cele doua numere nu au factori primi comuni in descompunere. Cum 2025 = 3* - 52,
inseamna ca vom cauta numerele care nu se divid cu 3 sau cu 5.

o numerele divizibile cu 3 sunt de la 102 = 3 - 34 pana la 999 = 3 - 333, adica sunt
333 — 33 = 300.

o cele divizibile cu 5 sunt de la 100 = 5 - 20 pana la 995 = 5 - 199, adica 199 — 19 = 180.
o numerele divizibile cu 15 sunt de la 105 = 15-7 pana la 990 = 15-66, adica sunt 66 —6 = 60.

Aplicand principiul includerii si excluderii obtinem ca numarul de fractii reductibile este 300 +
180 — 60 = 420, iar numarul celor ireductibile este 900 — 420 = [480].

Raspuns corect: [d) | .. ... 5p

Problema 9

Care este suma elementelor multimii

9.2"
A={neN]| N}?
n e 2n+2€
a) 4 b) 10 c) 6 d) 8
Demonstratie. 2n.+2 EN <« 2"4+2(9-2". Dar2"+2 |2"+2 = 2"+2|9-2"4+18 =

2"+2|9:-2"4+18—-9-2" — 2"4 2|18 = 2"+2¢€{1,2,3,6,9,18}. Vom gasi solutii in
cazurile:

¢« "4+2=3 < n=0

Solutii - Clasa a VI-a http:\ \upper.school Pagina 5


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2025-2026 Etapa I

¢« 2"4+2=06 <= n=2
e 2"4+2=18 «—= n=4

Prin urmare A = {0,2,4} si suma elementelor multimii A este 042 + 4 = [6]

RASPUNS COTECt: [C) | ..ot e op

Problema 10

Pentru cate numere naturale n de forma abc fractia

este reductibila?

n+
a) 900 b) 0 c) 167 d) 334
. d|3n+7 d|6n+ 14
Demonstratie. { d|2n+5 {d|6n+15 — d|bn+15-6n—14 = d|1 =

d = 1. Asadar, toate fractiile de forma sunt ireductibile, deci numarul celor reductibile

este @

RASpuUns corect: [ D) | ... 5p

Problema 11
2 2 )
Fie multimea A = < (z,y) riy _zy
| 26 [z, 9]
multiplu comun al numerelor z si y. Numarul de elemente al multimii A este:

,x,y € N* 3 unde [z, y| reprezinta cel mai mic

a) 2 b) 4 ¢) 5 d) 3

Demonstratie. Vom nota cu d = (x,y) = = =da si y = db, (a,b) = 1. Atunci,

4yt xey d*a® + d*v*  da - db
= P =
26 [z, y] 26 dab
a?+b 1

- 2 4 32y
5 g = d(a® + b*) = 26.

Vom analiza urmatoarele cazuri:
e d=1sia>+0* =26 = ( {(1,5)
e d=2sia*+b0*=13 = ( {(2,3)

e d=13sia®*+0* =2 = (a,b) € {(1,1)} = (z,y) € {(13,13)};
( {(1,0)

e d=26sia’+b =1 =
in acest caz nu avem solutii.

,(0,1)}, dar numerele cautate sunt nenule, deci

Numarul de elemente al multimii A este .

Observatie privind contestatiile: Expresia (x,y) poate desemna atit o pereche ordo-
nata, cat si cel mai mare divizor comun al numerelor x si y. Astfel, enuntul poate fi interpretat
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si astfel: multimea A este formata din valorile celui mai mare divizor comun pentru care exista
x, y € N* care satisfac relatia din enunt. Din solutiile obtinute mai sus rezulta ca valorile
posibile sunt 1, 2, 13, deci in aceasta interpretare cardinalul este 3, corespunzator variantei d).
In urma contestatiilor, se acceptd ca rispuns corect si varianta d).

Raspuns corect: [¢),d), | ..o 5p

Problema 12

Suma numerelor prime p si ¢ pentru care p + ¢ = 8p? — ¢° este egald cu:

a) 13 b) 5 ¢) 7 d) 24

Demonstratie. p+q = 8p> — ¢* <= ¢ +q=8p —-p < qlg+1) = 8? —p. Cum

qlg+1):2 = 8p*—p:2.Dar8p? 2 = p:2, pprim = p=2si¢(¢g+1) =30 =
¢ = 5. Suma numerelor p si ¢ este egala cu .

RASPUNS COTeCt: [C) | ... e e 5p

Problema 13

In interiorul unghiului ZAOB cu mésura de 75° este inclusi semidreapta (OC. Daca méasura
unghiului ZAOC este egala cu 30°, semidreapta (OB este bisectoarea unghiului ZCOD,
(OFE este semidreapta opusa semidreptei (OA si (OF este semidreapta opusa semidreptei
(OD, atunci masura unghiului ZEOF este egala cu:

a) 90° b) 115° ¢) 60° d) 120°

Demonstratie.

Calculam pentru Inceput masura unghiului ZBOC.
/BOC = ZAOB — ZAOC = 75° — 30° = 45°.

Deoarece (OB este bisectoarea unghiului ZCOD = ZBOD = 45°. Cum (OF si (OA sunt
semidrepte opuse rezulta ca ZAOE = 180° de unde obtinem:

LDOE = LAOE — LAOB — ZBOD = 180° — 75° — 45° = 60°.
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Cum (OD si (OF sunt semidrepte opuse rezulta ca ZDOF = 180° de unde obtinem:

LEOF = /DOF — ZDOE = 180° — 60° =[120°|

Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 14

In figura urmitoare au loc urmatoarele proprietiti: AB || FK || DE, semidreapta (BC
este bisectoarea unghiului ZABF, /BFK = 110°, ZCDFE = 150°. Sa se determine masura

unghiului ZBCD.

a) 15° b) 20° c) 25° d) 30°

Demonstratie. Construim prin punctul C' paralela C'P la dreapta DFE, astfel incat punctele P
si D se afla In acelasi semiplan fata de dreapta BC.

Facem urmatoarele observatii:

FK | AB = /ABF = /BFK = 110°;

(BC este bisectoarea unghiului ZABF — Z/ABC = ZCBF = 55°

AB || CP = ZABC = ZPCB ca unghiuri alterne interne, deci ZPCB = 55°;

DE || CP = ZPCD + ZCDE = 180° ca unghiuri interne de aceeasi parte a secantei,
deci ZPCD = 30°.

Masura unghiului ZBCD este egala cu Z/ZBCP — ZDCP = 55° — 30° =
RASPUNS COTECt: | C) | ..o 5p
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Problema 15

Numerele naturale prime a si b au proprietatea ca numarul a-b- (5-a+ 6 - b) este patrat
perfect. Care este cea mai mare valoare a sumei a? + b%?

a) 29 b) 484 c) 242 d) 363

Demonstratie. Distingem doua situatii:

o Dacd a = b, atunci a? - 11a patrat perfect = a=b=11 = a-b-(5a +6b) = 11* =
= (11%)?, care este patrat perfect;

o Cazul a # b cu a,b numere prime = (a,b) = 1sia-b- (5a + 6b) patrat perfect —

{a|5a+6b:>{a|6b — a | 6 = ac{2 3}.

a | ba (a,b) =1
b | 5a+ 6b b | ba B
{b|6b :{(a,b)zl = b |5 = b=5h.

-Incazula=2sib=5 = a-b-(5-a+6-b) =10 (10 + 30) = 400 = 202, care este
patrat perfect.

-Incazula =3sib=5 = a-b-(5a+ 6b) = 15 (15 + 30) = 15 - 45, iar acest
numar nu este patrat perfect.

Solutiile sunt (a,b) € {(11,11),(2,5)}, iar cea mai mare valoare a sumei a® + b* este egald cu

112 + 112 =[242],
RASPUNS COTECt: | C) | ..o 5p

Probl(ﬂla 16

3a A : . - T
Daca = este cea mai mica fractie cu proprietatea ca 3a este numar prim, iar 4bc este

c
numar natural divizibil cu 36, atunci suma a + b + ¢ este egala cu:

a) 6 b) 21 c) 12 d) 15

Demonstratie.
o Numerele prime de forma 3a sunt 31 si 37. Ca fractia sa fie cAt mai mica este necesar ca

numaratorul sa fie cel mai mic posibil, deci 3a = 31, adica a = 1.

o 4bc = 400 + bc = 36 - 11 + 4 + be, deci 4bc : 36 <= 36-11 +4 +bc: 36 <+
44bc:36 <= bc= My +32 <= bc € {32, 68}. Ca fractia si fie cea mai mica, este

necesar ca numitorul sa fie cat mai mare, adica bc = 68.

31
Cea mai mica fractie care indeplineste conditiile din ipoteza este —, iar suma a + b + ¢ este

468
egald cu 146+ 8 =[15].
RAspuns corect: [d) | ... ... 5p
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Problemele 1-16: . ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 2 ore
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