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§1 Solutii

Problema 1

In patratul ABCD punctele P, @ si R sunt mijloacele laturilor (DA), (BC), respectiv
(CD). Vom nota AQ N BP = {M}. Care este raportul dintre aria patrulaterului concav
ARBM si aria patratului ABC'D?

a) 7 b) 3 c) — d)

o w

Demonstratie. Rezultatul principal pe care 1l vom folosi este ca mediana imparte triunghiul in
doua suprafete de arie egala.

D R c
P Q
M
A B

Vom nota cu [ latura patratului, iar aria patrulaterului concav ARBM o vom exprima astfel:

AARBM = AABC’D - AADR - ABCR - AABM-

1 1 [2
Cum AR este mediana in AADC = Aupp = 5 - Aipc = 1 ~Aapcp = 1

l2
4
ABQP este paralelogram pentru ca AP = BQ si AP || BQ, deci M este mijlocul
diagonalelor AQ si BP.

Rationadnd similar, obtinem Agcr =

l2
o Aupp = 1 pentru ca AABP = ADAR, iar AM este mediand in AABP, deci Aapy =

1 I
= 5'-/4,4313— 3

- l2 l2 l2 3[2
In final obtinem A rpy = Aapcp — Aapr — Apcr — Aapy =P — —— —— — = —

4 8 8
Raportul dintre aria patrulaterului concav ARBM si aria patratului ABC'D este egal cu:

3

Aarem 8
=0

3
Aapep 8|

Raspuns corect: [d) | .. ... 5p
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Problema 2
4
Fiez =145+ V52 +/53 + ... + /52025 si A= \/Si | + 1. Afirmatia corecta este:
a) A este patratul unui numar natural b) 5A este cubul unui numar natural
c) Ac R\Q d) AecQ\Z

Demonstratie.

t=14+V5+5+5-V5+52+52-v5... +502./5=
= (14545 + - 4+5) 4 (1454524 +52) . /5 =

= (1454524 +5°2) (V5+1)

Vom calcula suma S =145+ 52 + 5% + ... 4 51012,
S=1+45+5"+5"+--- 45" (1)

5.8=5+5"+5"+5% ..+ 59 (2)
51013 _ ~
Scadem relatiile (1) si (2) si obtinem 45 = 5% —1 < S = — Inlocuind pe z in A
avem

51018 _ 1y (/5 + 1
- V5 +1 T VE+1

Numarul A este numar intreg, deci afirmatiile de la punctele ¢) si d) sunt false. Afirmatia
de la punctul a) este falsa, de asemenea, deoarece 5 este numar prim, iar exponentul lui este
numar impar. Insi afirmatia de la punctul b) este corectd pentru ci 5A = 51014 = (5338)° adic
|5A este cubul unui numér natural |

_|_1:51013_1+1 :51013'

Raspuns corect: [b)| .. ... 5p

Problema 3

Fie patratul ABCD si punctele N € (DC), M € (BC). Daca BM = 3 cm, DN = 2 cm,
MN =5 cm, aflati masura unghiului Z/ZNAM.

a) 45° b) 30° ¢) 60° d) 55°

Demonstratie. Construim X € DC astfel incat D € (XC) si DX = M B = 3 ¢cm. Prin urmare
XN=XD+ DN =MB+ DN =5=MN.

X . D N c
M

? =

A B
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AD = AB
DX = BM — AADX = AABM — AX = AM si LXAD = ZMAB. Din
LADX = LZABM

ultima congruenta rezulta si ca LMAX = ZMAD + /XAD = ZMAD + ZMAB = 90°.

XN=MN=5cm =— AXAN =/ AMAN = ZLXAN =/ZMAN.
AX =AM

LXAM °
Atunci, ZNAM = 5 = 9(2) = .

RASPUNS COTECE: [a) | ..o op

{ AN latura comuna

Problema 4

Fie ABCD un trapez cu bazele AB =5 cm, CD =3 cmsi M € (AD), N € (BC), MN ||
AB. Stiind ca trapezele ABNM si MNCD au aceeasi arie, aflati lungimea segmentului
MN.

a) V15 b) V17 c) V11 d) V13

Demonstratie. Vom nota DF | AB, FF € AB, DFNMN ={FE}.
D 3 ecm C

Y
M =T N
/ ;
|| 5cm
A F B

In plus, notdim MN =2, DE =y, si EF = z. Obtinem

z(x+5)  ylz+3) y x+5
A =A = = = = !
ABNM DCNM 5 5 . 713 (1)
Pe de alta parte,
A 5 8
Anpnny = TABCD z(z +5) _ (y +2)
2 2 4
r+5 y+z r+1 y
D) =4 = = = == (2
Ao +5) = 4y +2) e ==L
Din (1) si (2) obtinem ca
r+1 x+5
1 P — (z+1)(xz+3)=4(x+5) <~
2’ +4r +3=42+20 < 2> =17 <= z=+£V1T.
Dar x > 0, deci lungimea lui M N este egala cu |17 |
RAspuns corect: [ D) | .. ..o 5p
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Problema 5

Determinati numarul solutiilor intregi ale ecuatiei

1 1 2
VT + /1013 T 2026 5+ V03 Va1 V20X 3
a) 0 b) 2026 ¢) 2027 d) 1013

Demonstratie. Din conditia de existenta a radicalului obtinem =z > 0 si 2026 —z > 0 <=
r < 2026, x € Z, deci z € {0, 1, 2, ...,2026}. Pentru « # 1013 vom rationaliza fractiile
amplificand fiecare fractie cu conjugatul numitorului. Este necesar ca x # 1013 pentru ca fiecare
numitor devine x — 1013 si acesta trebuie sa fie diferit de 0.

1 1 2
+ —= <:>
VT + /1013 /2026 — x + /1013 /z + /2026 — x
Vo —+/1013 V2026 — z — /1013

(v — v1013) (v/z + V/1013) i (V2026 — = — V/1013) (v/2026 — = + v/1013) N

2 (Va — 2026 — x)
(VB —v2026— 1) (Vo + V2026 — x)
Vi = V1013 | V1013 — v20%6 — v _ 2 (v — V2026 —z)
z —1013 z —1013 B 2z — 2026
VT — V1013 4+ V1013 — /2026 — 2 = /7 — /2026 — z <= 0 =0,

relatie adevarata pentru orice numar care respecta conditiile de existenta pentru radical si
conditiile de existenta pentru numitor, adica = € {0, 1, 2,...,1012, 1014, ...,2026}. Pentru
x = 1013 inlocuim direct In ecuatia initiala si observam cu usurinta ca si acest numar este

solutie, prin urmare, valorile intregi sunt z € {0, 1, 2,...... ,2026}. Numarul de solutii intregi
ale ecuatiei este | 2027 |.
RaASPpUNS COTECt: | C) | .. i 5p
O
Problema 6

Fie ABCD un trapez neisoscel cu baza mica AB, iar [ este punctul de intersectie al
bisectoarelor unghiurilor ZADC si ZBCD. Vom nota cu Apgc aria triunghiului ABIC.
Stiind ca AD 4+ BC = DC, aflati care este afirmatia corecta:

IA 2

I fla i lui (AB — ==

a) I se afla pe mediatoarea lui (AB) b) TB=3
C) .AA]D:AB[C d) ID:IC

Demonstratie. Vom considera punctul M pe latura DC)| astfel incat DM = AD), deci si MC =
BC. Am "spart" segmentul (DC') in doua segmente congruente cu AD, respectiv BC.
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D M C

o Triunghiurile ADAM si ACBM sunt isoscele, DI si C'I sunt bisectoare, deci si medi-
atoarele segmentelor AM, respectiv BM. Prin urmare, punctul I este centrul cercului
circumscris triunghiului AM AB, deci punctul I se afla pe mediatoarea lui (AB). De aici

rezulta imediat ca 1A = I B, deci 5= 1, adica afirmatia de la punctul b) este falsa.

AD -d(I,AD BC -d(I,BC
o Daca Aarp = Apjc, atunci (Z, ) = (Z, ) Dar d(I, AD) =d(I,DC) =
d(I, BC) pentru ca punctul I se afld pe bisectoarele celor doua unghiuri si orice punct de
pe bisectoare este egal departat de laturile unghiului. De aici rezulta ca AD = BC, adica

trapezul ABC'D este isoscel, contradictie cu ipoteza.

« Daca afirmatia de la punctul d) ar fi adevarata, atunci I s-ar afla si pe mediatoarea lui
DC, adica AB si C'D ar avea aceeasi mediatoare, ori asta se Intampla doar in cazul in
care trapezul este isoscel.

Asadar, singura afirmatie corecta este | I se afla pe mediatoarea lui (AB) |.

RaAsSpuUns Corect: [a) | ... ... 5p

Problema 7

In triunghiul ascutitunghic AABC, mediana AM este congruenta cu iniltimea BE, unde
M e BCsi E € AC. Fie {P} = AM N BE. Determinati masura unghiului ZBPM.

a) 75° b) 60° c) 45° d) 30°

-

e B e
Fie N mijlocul segmentului (E'C). Atunci M N este linie mijlocie in ABCE = MN || BE si

BE
MN = —~ Dar BE | AC = MN 1 AC, adica triunghiul AAM N este dreptunghic in N.
AM

In plus, deoarece BE = AM, obtinem MN = — deci, conform reciprocei teoremei unghiului

de 30° rezultd cd& ZMAN = 30°. In AAPE, dreptunghic in E obtinem ci ZAPE = 60°,
ZAPE = /BPM fiind unghiuri opuse la varf, deci ZBPM =|60°].

Demonstratie.
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RASpuUns corect: [ D) | ... 5p

Problema 8

Fie AABC cu ZA = 90°, punctul K € (BC), astfel incit BK = KC'si S € (AB), astfel
incat BS = 25A. Daca ZAKS = 15°, sa se determine masura unghiului ZSCB.

15°
a) 15° b) 7°30/ c) 1 d) 30°
Demonstratie.
A
S
E
B # K # o)
: A AB . .
Fie E € (AB) astfel incat EB = — = AS = SE = EB. In plus, AK este mediana

corespunzatoare ipotenuzei, deci AK = KB —> AAKDB este isoscel — /KAS = /KBE.
AK = BK = B¢
AS— pE. > = AAKS=ABKE, deci ZAKS = ZEKB = 15°.

/KAS = /KBE
In AASB, KE este linie mijlocie, deci SC | EK = /SCB = /EKB = /AKS =[15°],

RASPUNS COTECE: [a) | ..o op

Problema 9
Dacaa=1+3+54+ 74 ...+ 2025, atunci radacina patrata a lui a este egala cu:

a) 1013 b) 1012 - 1013 c) 2025 d) 2-1013

Demonstratie. De la 1 la 2026 sunt 2026 numere naturale, jumatate pare, jumatate impare.

Asadar, In suma sunt 1013 termeni.

1013 - (1 4+ 2025
a=14+34+54+7+...4+2025 = (1+ ) = 10132. Radicina patrata a lui a este | 1013

RASPUNS COTECt: [Q) | ...t op

Problema 10

Fie triunghiul AABC cu ZBAC = 60° si AI = 4+/2 cm, unde I este punctul de intersectie
al bisectoarelor triunghiului. Distanta de la I la dreapta BC' este egala cu:

a) 2v/2 cm b) 2v/3 cm c) 3v/3 cm d) 2 cm
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Demonstratie.
A
B Cc
Punctul [ este centrul cercului inscris in AABC, deci d(I, BC) = d(I,AB). Fie ID 1 AB.
Al 42
Cum (Al este bisectoare rezulta ca ZDAI =30° = ID = -5 = \2/_ = 21/2. Distanta de

la I la BC este egal cu|2v/2 cm |,

RaASpUnS COTect: [a) | ... 5p

Problema 11

Cel mai mic produs a 3 numere distincte din multimea {—8, —6, —1, 0, 3, 7} este egal cu:

a) —336 b) 0 c) —168 d) —48

Demonstratie. Pentru a gasi cel mai mic produs a 3 numere distincte din multimea A trebuie sa
selectam 3 numere negative sau unul negativ si doud pozitive. In prima situatie avem o singura
optiune, dar rezultatul calculului (—8) - (=7) - (—1) = —56 nu este cel mai mic pe care il putem
gasi. In al doilea caz alegem numerele care au cea mai mare valoare absoluta si obtinem ca cel

mai mic produs este (—8) - 3-7 = | —168|.
RaASpUNS COTeCt: |C) | ... 5p

Problema 12

Solutia reald a ecuatiei

V@ =324 /(@ =22+ /(e — )2+ Va2 + f(z + 12+ /(2 + 2)2+/(z + 3)2 = 14(z —4)
este egala cu:

a) 7 b) —8 c) 4 d) 8

Demonstratie. Stim c& /x > 0, oricare ar fi z € R, atunci,

\/(x—3)2+\/(:c—2)2+\/(x—l)Q—l—\/x_Q—l—\/(91:+1)2+\/(3:—1—2)2—1—\/(96—1—3)220 —

Mrx—4)>0 <<= 2>4 = \J(z =32 =z —-3|=x—3.

Analog si pentru ceilalti radicali si ecuatia devine:

r—3+zrx—24zx—14+z+zx+14+2+24+2+3=14(x—4) <
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Tx = 1ldx — 56 <—

Raspuns corect: [d) | . ... 5p
O
Problema 13
Numarul perechilor de numere intregi (z,y), care sunt solutii ale ecuatiei
z?+1 53
=1+ —
5 y?+4
este egal cu:
a) 2 b) 4 c) 8 d) 16
D rati r? 41 L4 53 PN 241 ] 53 — % —4 53 PN
emonstratie. = —1= =
y:+4 5 y?+4 5 y?+4

(2?2 —4) (y* +4) =5-53 = z?—4 € {1, 5, 53, 265}. Divizorii negativi sunt exclusi pentru c&
y>+4 > 0, deci si 22 —4 > 0. Analizand cele 4 cazuri obtinem solutii doar pentru 22 —4 =5 <=
re{-3,3}siy +4=53 < ye{-7,7 = (z,y) € {(-3,-7),(=3,7),(3,-7),(3,7)}.
Numirul perechilor (z,y) care sunt solutii ale ecuatiei este [4].

RASpuUns corect: [ D) | ... 5p

Problema 14

Cifra a si numarul natural b sunt solutiile ecuatiei

3a + b= Vaab.

Care este valoarea sumei a + b?

a) 15 b) 23 ¢) 11 d) 12

Demonstratie. 3a +b = Vaab <= (3a+0b)* = aad = aab este patrat perfect, deci
aab = 225, acesta fiind singurul patrat perfect de 3 cifre care are ultima cifrd 5 si primele doua
cifre egale. Pentru a obtine un patrat perfect cu ultima cifra 5 trebuie sa ridicam la patrat un
numar care are ultima cifrd tot 5, 25% = 625, deci nu corespunde, iar pentru numere mai mari
sau egale cu 35, patratul acestora are mai mult de 3 cifre. Ecuatia devine 3-2+b =15 <
b =9. Valoarea sumei a + b este egala cu .

RASPUNS COTECE: | C) | ..o op
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Problema 15

In interiorul triunghiului isoscel AABC, cu AB = AC se considera punctul D, astfel incat
DB = DC. Notam BDNAC = {FE}. Stiind ca CD = CE si BE = AE, determinati masura
unghiului ZBAC.

a) 45° b) 18° c) 30° d) 36°

Demonstratie.

Vom exprima unghiurile care apar pe desen in functie de a = ZDBC = ZDCB, ca unghiuri
de la baza unui triunghi isoscel si b = ZABD. Cum AB = AC — /ABC = /ZACB =
LACD = ZABD =b.

o In triunghiul isoscel ACDE cu CD = CE, avem /DEC = /EDC = /DBC+ /DCB =
2a, ca unghi exterior triunghiului ADBC.

o In triunghiul isoscel AEAB cu EA = EB, avem /BAE = /ABE = b si ZBEC =
/BAFE + ZABFE = 2b, ca unghi exterior triunghiului AAEB, deci 2a = 2b <= a =b.

« In AABC suma masurilor unghiurilor este de 180° = 5a = 180° <= a = 36°.

Masura unghiului ZBAC este .
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 16

Mihai joaca un joc in care poate schimba jetoane dupa urmatoarele reguli:
a) da 1 jeton alb si primeste in schimb 4 jetoane rosii;
b) da 1 jeton rosu si primeste in schimb 3 jetoane albe.

Mihai a avut la Inceput 4 jetoane albe. Dupa exact 11 schimburi are 31 de jetoane in total.
Cate dintre acestea sunt rosii?

a) 21 b) 14 c) 12 d) 18

Demonstratie. Vom nota cu x numarul de schimburi in care Mihai da un jeton alb in schimbul
a 4 jetoane rosii si cu y numarul de runde In care a dat un jeton rosu pentru 3 jetoane albe.
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Vom avea de rezolvat sistemul de ecuatii

r+y=11 r+y=11
4—z+4r —y+ 3y =31 3+ 2y =27
r+y=11 r+y=11 — rT=295
r+2r+y) =27 x+22=27 y==6

In cele 5 schimburi in care a dat un jeton alb a primit 5 -4 = 20 jetoane rosii, iar in restul
rundelor a dat 6 dintre acestea. Numarul de jetoane rosii pe care le are la final este | 14].

RASpUnS corect: [ D) | ... 5p

O
Problemele 1-16: ... ... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 2 ore
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