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Concursul de matematică Upper.School - Edit, ia 2025-2026 Etapa I

§1 Solut, ii

Problema 1

Dacă x ∈ [−3, 1] , aflat, i câte solut, ii reale are ecuat, ia
|x|

|x − 1| + |x + 3|
= 0, (6).

1a) 2b) 3c) 5d)

Demonstraţie. Deoarece x ∈ [−3, 1] , obt, inem:

x ≤ 1 ⇐⇒ x − 1 ≤ 0 ⇐⇒ |x − 1| = 1 − x

x ≥ −3 ⇐⇒ x + 3 ≥ 0 ⇐⇒ |x + 3| = x + 3.

Cum 0, (6) = 6
9 = 2

3, ecuat, ia devine:

|x|
1 − x + x + 3 = 2

3 ⇐⇒ |x|
4 = 2

3 ⇐⇒ |x| = 8
3 =⇒


x1 = 8

3 /∈ [−3, 1]

x2 = −8
3 ∈ [−3, 1]

Numărul de solut, ii ale ecuat, iei este 1 .

Răspuns corect: a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 2
Calculat, i valoarea expresiei

E = 1
1 + a + a2 + 1

1 + b + b2 + 1
1 + a + b

pentru a = 5
√

2 + 7 s, i b = 5
√

2 − 7.

1a) 10
√

2b) 8
√

2 − 1
7c) 3d)

Demonstraţie. Observăm că:

a = 5
√

2 + 7
b = 5

√
2 − 7

}
=⇒ ab =

(
5
√

2 + 7
) (

5
√

2 − 7
)

=
(
5
√

2
)2

− 72 = 50 − 49 = 1

Din ab = 1 =⇒ b = 1
a

, deci:

E = 1
1 + a + a2 + 1

1 + 1
a

+ 1
a2

+ 1

1 + a + 1
a

=

= 1
1 + a + a2 + a2

1 + a + a2 + a

1 + a + a2 = 1 + a + a2

1 + a + a2 = 1 .

Răspuns corect: a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 3
Pentru x ∈ (−3, 5) , aflat, i câte perechi de numere întregi (x, y) verifică relat, ia

y =
√

x2 − 10x + 25 + |x + 3| .

6a) 2b) 7c) 3d)

Demonstraţie. Avem,
x ∈ (−3, 5) ⇐⇒ x + 3 > 0 s, i x − 5 < 0.

Prin urmare,

y =
√

(x − 5)2 + |x + 3| = |x − 5| + |x + 3| = 5 − x + x + 3 = 8

În consecint,ă,
y = 8
x ∈ (−3, 5)
x ∈ Z

=⇒ (x, y) ∈ {(−2, 8), (−1, 8), (0, 8), (1, 8), (2, 8), (3, 8), (4, 8)}.

Numărul de perechi (x, y) care sunt solut, ii ale ecuat, iei este 7 .

Răspuns corect: c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 4
În △ABC considerăm punctul D ∈ (BC), astfel încât BD = 3DC s, i BC = 2AC. Valoarea
raportului AB

AD
este egală cu:

1
2a) 3

2b) 2
3c) 2d)

Demonstraţie. Fie E, F mijloacele laturilor AB, respectiv BC. Vom nota DC = a =⇒
BC = BD + DC = 3a + a = 4a s, i AC = BC

2 = 2a.

EF este linie mijlocie în △ABC, deci EF = 2a

2 = a s, i EF ∥ AC =⇒ ∠BFE ≡ ∠BCA. Pe
de alta parte, EF = DC = a s, i BF = AC = 2a, deci △BFE ≡ △ACD =⇒ AD = BE =⇒
AB

AD
= AB

BE
= 2 .

Răspuns corect: d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 5
Dacă a, b, c ∈ R s, i verifică relat, ia

a2 + b2 + c2

2 + 21 = a
√

2 + b
√

8 + c
√

32,

aflat, i valoarea sumei a + b + c.

12
√

2a) 7
√

2b) 15
√

2c) 6
√

2d)

Demonstraţie.
a2 + b2 + c2

2 + 21 = a
√

2 + b
√

8 + c
√

32 ⇐⇒

a2 + b2 + c2 + 42 − 2a
√

2 − 2b
√

8 − 2c
√

32 = 0 ⇐⇒
(a2 − 2a

√
2 + 2) + (b2 − 2b

√
8 + 8) + (c2 − 2c

√
32 + 32) = 0 ⇐⇒

(a −
√

2)2 + (b −
√

8)2 + (c −
√

32)2 = 0 ⇐⇒
a =

√
2

b =
√

8 = 2
√

2
c =

√
32 = 4

√
2

=⇒ a + b + c = 7
√

2 .

Răspuns corect: b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 6
În paralelogramul ABCD considerăm punctul X ∈ (AB), astfel încât AX = 2XB. S, tiind
că DX ∩ BC = {Y } s, i că aria △BXY este 2 cm2, aflat, i aria paralelogramului.

36 cm2a) 48 cm2b) 12 cm2c) 24 cm2d)

Demonstraţie. BY ∥ AD =⇒ △AXD ∼ △BXY =⇒ AAXD

ABXY

=
(

AX

BX

)2
= 4 ⇐⇒

AAXD = 4ABXY ⇐⇒ AAXD = 8 cm2. Pe de altă parte, △AXD s, i △DXB au aceeas, i înălt, ime
s, i AX = 2XB =⇒ AAXD = 2ABXD =⇒ ABXD = 4 cm2. Deci AADB = AADX+ ABDX = 12
cm2. În cele din urmă, AABCD = 2AABD = 24 cm2 .

Răspuns corect: d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 7
Aflat, i câte numere naturale n au proprietatea că

√
n4 + 7n2 + 32 ∈ N.

0a) 1b) 2c) 4d)

Demonstraţie. Avem,
√

n4 + 7n2 + 32 = k ∈ N =⇒ n4 + 7n2 + 32 = k2 ⇐⇒ 4n4 + 28n2 + 128 = 4k2 ⇐⇒

(4n4 + 28n2 + 49)︸ ︷︷ ︸
(2n2+7)2

− 4k2︸︷︷︸
(2k)2

= −79 ⇐⇒ (2n2 + 7 + 2k)(2n2 + 7 − 2k) = −79.

În continuare, deoarece 79 este număr prim, vom analiza următoarele cazuri:

•
{

2n2 + 7 + 2k = −79
2n2 + 7 − 2k = 1

Prin adunarea celor două ecuat, ii obt, inem 4n2 + 14 = −78, fără solut, ii.

•
{

2n2 + 7 + 2k = 79
2n2 + 7 − 2k = −1

Prin adunarea celor două ecuat, ii obt, inem 4n2 + 14 = 78 ⇐⇒ 4n2 = 64 ⇐⇒
n2 = 16 ⇐⇒ n = 4 s, i k = 20.

•
{

2n2 + 7 + 2k = −1
2n2 + 7 − 2k = 79

Prin adunarea celor două ecuat, ii obt, inem 4n2 + 14 = 78 ⇐⇒ 4n2 = 64 ⇐⇒
n2 = 16 ⇐⇒ n = 4, dar k < 0.

•
{

2n2 + 7 + 2k = 1
2n2 + 7 − 2k = −79

Prin adunarea celor două ecuat, ii obt, inem 4n2 + 14 = −78, fără solut, ii naturale.

Numărul de valori naturale ale lui n este egal cu 1 .

Răspuns corect: b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 8
S, tiind că a =

√
22026 − 21014 + 21015 + 1 s, i b =

√
22026 − 21015 + 21014 + 1, aflat, i valoarea lui

a − b.

21014a) 21013b) 2c) 0d)

Demonstraţie.

a =
√

(21013)2 − 21014(1 − 2) + 1 =
√

(21013)2 + 2 · 21013 + 1 =
√

(21013 + 1)2 = 21013 + 1

b =
√

(21013)2 − 21014(2 − 1) + 1 =
√

(21013)2 − 2 · 21013 + 1 =
√

(21013 − 1)2 = 21013 − 1

a − b = 21013 + 1 − 21013 + 1 = 2 .

Răspuns corect: c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p
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Problema 9
Fie a =

√
2 +

√
22 +

√
23 . . . +

√
22025 s, i b = 21013 −

√
2. Partea întreagă a numărului b

a
este

egală cu:

0a) −1b) 1c) 2d)

Demonstraţie. Înmult, im pe a cu
√

2 s, i obt, inem relat, ia de mai jos:

a
√

2 =
√

22 +
√

23 + ... +
√

22026 (1)

Dar,
a =

√
2 +

√
22 + . . . +

√
22025 (2)

Prin scăderea relat, iilor (1) s, i (2), obt, inem:

a(
√

2 − 1) =
√

22026 −
√

2 ⇐⇒ a(
√

2 − 1) = 21013 −
√

2 ⇐⇒

a(
√

2 − 1) = b ⇐⇒ b

a
=

√
2 − 1.

Cum 0 <
√

2 − 1 < 1 =⇒
[

b

a

]
= 0 .

Răspuns corect: a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 10
Fie n un număr natural care are 2026 divizori pe care îi notăm 1 = d1 < d2 < . . . d2026 = n
s, i fie suma

S = 1
d1 +

√
n

+ 1
d2 +

√
n

+ ... + 1
d2026 +

√
n

.

Dacă S = A√
n

, determinat, i valoarea numărului A.

2026a)
√

n

1013b)
√

n

2026c) 1013d)

Demonstraţie. Dacă dk este divizor, atunci s, i
n

dk

este divizor, deci

S = 1
n

d1
+

√
n

+ 1
n

d2
+

√
n

+ . . . + 1
n

d2026
+

√
n

⇐⇒

S = d1

n + d1
√

n
+ d2

n + d2
√

n
+ . . . + d2026

n + d2006
√

n
⇐⇒

S = d1√
n(d1 +

√
n) + d2√

n(d2 +
√

n) + . . . + d2026√
n(d2026 +

√
n) (1)

Dar,
S = 1

d1 +
√

n
+ 1

d2 +
√

n
+ ... + 1

d2026 +
√

n
(2)
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Adunăm relat, iile (1) s, i (2) s, i obt, inem:

2S = 1√
n

+ 1√
n

+ . . . + 1√
n

= 2026√
n

⇐⇒ S = 1013√
n

Din S = 1013√
n

s, i S = A√
n

, obt, inem A = 1013 .

Răspuns corect: d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 11
Se consideră △ABC cu I centrul cercului înscris s, i G centrul de greutate. Aflat, i lungimea
laturii BC s, tiind că IG ∥ BC, AB = 2x s, i AC = 4x + 2.

4x + 1a) 5x + 1b) 2x + 1c) 3x + 1d)

Demonstraţie.

Pentru că (AE este bisectoare, conform teoremei bisectoarei

AB

AC
= BE

EC
= 2x

4x + 2 = x

2x + 1 ⇐⇒ BE

BC
= x

3x + 1 (1)

Cum IG ∥ EF =⇒ △AIG ∼ △AEF, conform TFA, deci AI

IE
= AG

GF
= 2. Aplicăm din nou

teorema bisectoarei pentru bisectoarea (BI s, i obt, inem:

AB

BE
= AI

IE
= 2 ⇐⇒ 2x

BE
= 2 ⇐⇒ BE = x.

Înlocuim în (1) s, i obt, inem x

BC
= x

3x + 1 ⇐⇒ BC = 3x + 1 .

Răspuns corect: d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 12
Se consideră intervalul A =

(
−

√
3,

2a − 1
3

]
, unde a este un număr întreg. Determinat, i

suma valorilor numărului a pentru care mult, imea A ∩ [3, ∞) cont, ine un singur număr
întreg.

15a) 18b) 6c) 11d)
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Demonstraţie. Cum −
√

3 < 3 =⇒ A ∩ [3, +∞) trebuie să cont, ină numărul întreg 3. Este
necesar ca 3 ≤ 2a − 1

3 < 4 ⇐⇒ 9 ≤ 2a − 1 < 12 ⇐⇒ 10 ≤ 2a < 13 ⇐⇒ 5 ≤ a <
13
2 . Cum

a ∈ Z =⇒ a ∈ {5, 6}. Suma valorilor întregi ale lui a pentru care A ∩ [3, +∞) cont, ine un
singur număr întreg este 11 .

Răspuns corect: d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 13
Se consideră o piramidă patrulateră regulată SABCD cu muchia bazei AB = 24 cm s, i
muchia laterală SA = 12

√
3 cm. Fie M mijlocul segmentului BC s, i T punctul situat pe

(DC) pentru care suma ST + TM este minimă. Aflat, i lungimea segmentului CT.

12
√

3a) 12(
√

2 − 1)b) 12√
2

c) 24
7d)

Demonstraţie.

Vom desfăs, ura în acelas, i plan triunghiul △SDC s, i pătratul ABCD.

Punctul T căutat este intersect, ia dreptelor SM s, i DC. Pentru orice alt punct T ′ al dreptei
DC suma este mai mare, adică ST ′ + T ′M > SM, lucru care se obt, ine aplicând inegalitatea
triunghiului. Fie SP ⊥ DC, P ∈ DC. Întrucât SP este înălt, ime în triunghiul isoscel △SDC,
rezultă că ea este totodată s, i mediană. Prin urmare, PC = DC

2 = 12. Pentru a determina
lungimea segmentului SP aplicăm teorema lui Pitagora în △SPC s, i obt, inem SP 2 = SC2 −

Solut, ii - Clasa a VIII-a http:\\upper.school Pagina 8

https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/


Concursul de matematică Upper.School - Edit, ia 2025-2026 Etapa I

PC2 = 122 · 3 − 122 = 122 · 2 ⇐⇒ SP = 12
√

2. Cum CM ⊥ CD s, i SP ⊥ CD =⇒
SP ∥ MC =⇒ △TPS ∼ △TCM, conform TFA. De aici rezultă:

CT

TP
= CM

SP
= 12

12
√

2
= 1√

2
⇐⇒

CT

CP
= 1√

2 + 1
⇐⇒ CT = 12√

2 + 1
⇐⇒ CT = 12(

√
2 − 1) .

Răspuns corect: b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 14
Determinat, i suma numerelor reale x, y s, i z, care sunt solut, ii ale ecuat, iei

16x2y2 + 9x2 + 16z2 − 8xy + 6x + 2 = 0.

5
12a) − 7

12b) −13
12c) 13

7d)

Demonstraţie.
16x2y2 + 9x2 + 16z2 − 8xy + 6x + 2 = 0 ⇐⇒

16x2y2 − 8xy + 1 + 9x2 + 6x + 1 + 16z2 = 0 ⇐⇒
(4xy − 1)2 + (3x + 1)2 + (4z)2 = 0 ⇐⇒

4xy − 1 = 0, 3x + 1 = 0, 4z = 0.

Obt, inem solut, iile x = −1
3 , y = −3

4 s, i z = 0, iar valoarea sumei x + y + z este egala cu −13
12 .

Răspuns corect: c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 15
Dacă a, b ∈ R s, i a2 + b2 = 2, (a − b)4 − (a + b)4 = 16, calculat, i (a − b)2026 − (a + b)2026.

22025a) 22024b) 22026c) 22027d)

Demonstraţie.

(a − b)4 − (a + b)4 = 16 ⇐⇒
[
(a − b)2 − (a + b)2

]
︸ ︷︷ ︸

−4ab

[
(a − b)2 + (a + b)2

]
︸ ︷︷ ︸

2a2+2b2

= 16

−4ab · 2 (a2 + b2)︸ ︷︷ ︸
2

= 16 =⇒ −16ab = 16 =⇒ ab = −1

a2 + b2 = 2 ⇐⇒ (a + b)2 − 2ab = 2 ⇐⇒ (a + b)2 + 2 = 2 ⇐⇒ a + b = 0 ⇐⇒ a = −b.

Din
{

ab = −1
a = −b

=⇒ (a, b) ∈ {(−1, 1), (1, −1)} =⇒ a − b = ±2, deci:

(a − b)2026 − (a + b)2026 = 22026 .
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Răspuns corect: c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problema 16
Cel mai mic număr real x > 0 pentru care x · (3

√
5 − 4

√
3) este număr întreg, este egal cu:

4
3

√
3 +

√
5a) 3

√
5 + 4

√
3b) −3

√
5 + 4

√
3c)

√
3 +

√
5d)

Demonstraţie. Fie x · (3
√

5 − 4
√

3) = k ∈ Z, unde k < 0 pentru că x > 0 s, i 3
√

5 − 4
√

3 =√
45 −

√
48 < 0.

x · (3
√

5 − 4
√

3) = k ⇐⇒ x = k

3
√

5 − 4
√

3
= 3k

√
5 + 4k

√
3

45 − 48 = −k
√

5 − 4k

3
√

3.

Valoarea lui k pentru care x este minim este k = −1 s, i x =
√

5 + 4
3

√
3. Pentru oricare alt k

întreg negativ, adică pentru k < −1 ⇐⇒ −k > 1, obt, inem −k
√

5 − 4k

3
√

3 >
√

5 + 4
3

√
3.

Valoarea minimă a numărului x este egală cu 4
3

√
3 +

√
5 .

Răspuns corect: a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Problemele 1-16: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 × 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20p
Total: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100p

Timp de lucru: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 ore
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	Soluții

