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§1 Solutii

Problema 1
Daca x € [—3, 1], aflati cate solutii reale are ecuatia il =0, (6).
|z — 1| + |z + 3|
a) 1 b) 2 c) 3 d) 5

Demonstratie. Deoarece z € [—3, 1], obtinem:
1<l <= r-1<0 <<= |z—-1|=1—-2x

r>-3 <= r+3>0 < |z+3|=2+3.
6 2 . :
Cum 0, (6) = 9= 3 ecuatia devine:

2] 2 el 2 8
= — —_— = — €Tl = —
l—z4+2+3 3 4 3 3

8

Numarul de solutii ale ecuatiei este .

RASPUNS COTECE: [a) | ..o Y2

Problema 2

Calculati valoarea expresiei

1 1 1
- 1+a+a2+1—|—b+62+1—|—a+b

pentrua:5\/§+7sib:5\/§—7.

8v/2 —1

a) 1 b) 10v/2 c) -

d) 3

Demonstratie. Observam ca:

Z:gff;} — ab=(5v2+7) (5v2-7) = (5v2) ~ 7 =50 49 = 1

1
Dinab=1 = b= —, deci:
a
1 1 1

— + + =
2 1 1 1
Lrata® 202 14a+-
a a a

2 2
1 . a n a :1—|—a—|—a :.

:1+a+a2 l+a+a? 14+a+a? 1+a+a?

RASPUNS COTECE: [a) | ... i op

Solutii - Clasa a VIII-a http:\\upper.school Pagina 2


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2025-2026 Etapa I

Problema 3

Pentru x € (—3,5), aflati cdte perechi de numere intregi (x,y) verifica relatia

y=va?—10x+25+ |z +3|.
a) 6 b) 2 c) 7 d) 3

Demonstratie. Avem,
re€(—=3,0) <= 2+3>0six—5<0.

Prin urmare,
y=y/(r =52+ |z +3|=|z—5|+|r+3|=b—z+2+3=38

In consecinta,
r € (=3,0) = (x,y) €{(-2,8),(-1,8),(0,8),(1,8),(2,8),(3,8),(4,8)}.

Numérul de perechi (z,%) care sunt solutii ale ecuatiei este [7].

RASPUNS COTECE: | C) | ..o op

Problema 4
In AABC consideram punctul D € (BC), astfel incat BD = 3DC si BC = 2AC. Valoarea

. AB y
raportului — este egala cu:

AD

b) d) 2

DN o
[GVIN )

c)

N | —

a)

Demonstratie. Fie E, F mijloacele laturilor AB, respectiv BC. Vom nota DC' = a —

BC:BD+DC:3a+a:4a$iAC:32022@.

2
EF este linie mijlocie in AABC, deci EF = ?a =asi EF | AC = ZBFE = ZBCA. Pe

de alta parte, FF' = DC' = a si BF = AC = 2a, deci ABFE = NACD — AD = BE —
AB AB

A~ BE ~ 2

Raspuns corect: [d)| ..... ... 5p
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Problema 5

Daca a, b, ¢ € R si verifica relatia

2 b2 2
a+2+c +21 = av/2 + bV/8 + ¢V/32,

aflati valoarea sumei a + b + c.

a) 122 b) 7v/2 c) 15v/2 d) 6v/2

Demonstratie.
a® 4+ b* + 2
2
A4+ + 2 +42 - 202 — 208 — 20V/32 = 0 <—
(a> = 2aV/2 4 2) + (b? — 2bv/8 + 8) + (¢ — 2¢V32 +32) = 0 «—
(@a—V2)2+(b— V82 + (c— V32?2 =0 +—
a=+/2
b=+v8=2/2 = a+b+c=|7V2|
c=1+/32=4v2

+21 = aV2 + bV8 + V32 —

Raspuns corect: [b)| .. ... 5p

Problema 6

In paralelogramul ABCD consideram punctul X € (AB), astfel incat AX = 2X B. Stiind
cd DX N BC = {Y} si cd aria ABXY este 2 cm?, aflati aria paralelogramului.

a) 36 cm? b) 48 cm? c) 12 cm? d) 24 cm?
D C
8 cm?  \4 em?
A 2 cm?

Y

AXN?

Demonstratie. BY || AD = AAXD ~ ABXY Aaxp = <) =4 ==
Apxy BX

Aaxp = 4Apxy < Auxp = 8 cm?. Pe de altd parte, AAX D si ADX B au aceeasi inaltime
Si AX =2XB EEEA -AAXD = ZABXD — »ABXD =4 CII12. Deci -AADB == AAD)(-|— -ABDX =12

cm?. In cele din urmé, Aapep = 2A45p = .
Raspuns corect: [d)| ... .. ... 5p
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Problema 7

Aflati cAte numere naturale n au proprietatea ca v/n* + ™? + 32 € N

a) 0 b) 1 c) 2 d) 4

Demonstratie. Avem,
VnAi+ 2 +32=keN = n'4+m?*+32=F* < 4n'+28n? + 128 = 4k? —
(4n* 4 28n* + 49) — éli:i =79 < (2n® + 7+ 2k)(2n* +7 — 2k) = —79.

(2n247)2 (2k)?

In continuare, deoarece 79 este numar prim, vom analiza urmitoarele cazuri:
2n* + 7+ 2k = =79
2?2 +7-2k=1
Prin adunarea celor doui ecuatii obtinem 4n? + 14 = —78, fira solutii.

2n? + 742k =179
) { 2 47— 2k = —1
Prin adunarea celor doud ecuatii obtinem 4n? + 14 = 78 <= 4n? = 64 <+
n? =16 <= n=4sik=20.
2n + 7+ 2k = —1
’ { 22 4+ 7 — 2k =79
Prin adunarea celor doui ecuatii obtinem 4n? 4+ 14 = 78 <= 4n? = 64 <+
n?=16 <= n=4,dar k <0.
2n* +7+2k =1
) { 22 47— 2k = —79
Prin adunarea celor doud ecuatii obtinem 4n? + 14 = —78, fara solutii naturale.

Numarul de valori naturale ale lui n este egal cu .

Raspuns corect: |b) | ... 5p

Problema 8

Stiind c& a = /22026 — 21014 4 91015 4 ] gj p = /22026 _ 21015 4 1014 4 | afiati valoarea lui
a—b.

a) 21014 b) 21013 C) 2 d) 0

Demonstratie.

a4 — \/(21013)2 —2L014(] —2) +1 = \/(21013)2 49.921013 1 ] — \/<21013 £ 1)2 =208 4

h— \/(21013)2 — 210142 — 1) 1 = \/(21013)2 _9.91013 4 | — \/<21013 )29l
a—b:21013+1—21013+1:.

RASPUNS COTECt: | C) | ..o o5p
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Problema 9
b
Fie a = V24 V22 + V23 ...+ /220% i h = 21913 _ /2 Partea intreagd a numsrului — este
a
egala cu:
a) 0 b) —1 c) 1 d) 2

Demonstratie. Inmultim pe a cu v/2 si obtinem relatia de mai jos:

av2=V22 V2B . V2% (1)

Dar,
a=V2+V22 4. 42205 (2

Prin scaderea relatiilor (1) si (2), obtinem:

a(V2—1) = V2% _ /2 = a(vV2-1)=2""8 -2 —
a(V2-1)=b < b_vaou.

a

Cum0<vV2—-1<1 = lﬂ:@

RASPUNS COTECt: [a) | ... o 5p
m
Problema 10
Fie n un numar natural care are 2026 divizori pe care i notam 1 =d; < dy < ...dyg =n
si fie suma
S = ! F ! + + !
T di+vn dytn T daggs +
A
Daca S = —, determinati valoarea numarului A.
vn ’
N vn
202 — — 101
a) 2026 b) {013 °) 2026 d) 1013
Demonstratie. Daca dj, este divizor, atunci si dﬁ este divizor, deci
k
1
S=5 + 5 +...+ 5 —
—+vn  —+vn +v/n
dy ds d2026
dq dy d2026
= + to e —
n"’dl\/ﬁ n"—dg\/ﬁ n‘i‘dgooﬁ\/ﬁ
dy do da026
S = + + ...+ 1
Vitds + v v T i+ v
Dar,
1 1 1
S = + + o+ —F (2
di++/n  dy++/n dag2e + /1 2)
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Adunam relatiile (1) si (2) si obtinem:

b Lo, 1202 o 1013
Cynovn TV Vn VD
1013 A
Din S = NG siS = ﬁ, obtinem A =|1013]|.
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 11

Se considera AABC cu I centrul cercului inscris si G centrul de greutate. Aflati lungimea
laturii BC stiind ca IG || BC, AB =2z si AC = 4x + 2.

a) 4z + 1 b) 5z + 1 c) 2x+1 d) 3z+1
Demonstratie.
A
4x + 2
2 I G
B E F C

Pentru ca (AE este bisectoare, conform teoremei bisectoarei

AB BE = 2x x @@_ x (1)
AC  EC 4z+4+2 2z+1 BC  3z+1
Al AG - .
Cum IG || EF = AAIG ~ AAEF, conform TF A, deci TE-CF— 2. Aplicam din nou
teorema bisectoarei pentru bisectoarea (BI si obtinem:
AB Al 2z
Inlocuim in (1) si obtinem L Y . BC= 3z +1].
’ BC 3z +1
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p
O
Problema 12
2a — 1
Se considera intervalul A = (—\/3, CLB] , unde a este un numar intreg. Determinati

suma valorilor numarului a pentru care multimea A N [3,00) contine un singur numar
intreg.

a) 15 b) 18 c) 6 d) 11
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Demonstratie. Cum —/3 < 3 = AN [3,+00) trebuie s& contind numirul intreg 3. Este

13
necesar ca 3 < <4 <= 9<20—-1<12 <= 10<2a4 <13 «—= 5<a< —.Cum

a € Z = a € {5,6}. Suma valorilor intregi ale lui a pentru care AN [3,400) contine un
singur numar intreg este [11]
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 13

Se considera o piramida patrulatera regulata SABCD cu muchia bazei AB = 24 cm si
muchia laterald SA = 12v/3 cm. Fie M mijlocul segmentului BC' si T punctul situat pe
(DC) pentru care suma ST + T'M este minima. Aflati lungimea segmentului C7.

12 24
12v/3 b) 12(v/2 -1 — d) —
) 123 J12E-1) 92 )=
Demonstratie.
A
Vom desfasura in acelasi plan triunghiul ASDC si patratul ABCD.
S
D s
T
A B

Punctul T cautat este intersectia dreptelor SM si DC. Pentru orice alt punct 7" al dreptei
DC' suma este mai mare, adica ST" +T'M > SM, lucru care se obtine aplicind inegalitatea

triunghiului. Fie SP L DC, P € DC. Intrucat SP este iniltime in triunghiul isoscel ASDC,

DC
rezulta ca ea este totodata si mediana. Prin urmare, PC' = — = 12. Pentru a determina

lungimea segmentului SP aplicim teorema lui Pitagora In ASPC si obtinem SP? = SC? —
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PC? =122.3-122 =122.2 < SP =122 Cum CM L CDsi SP 1L CD —
SP || MC = ATPS ~ ATCM, conform TFA. De aici rezulta:
cT M 121

= = =—=
TP  SP 122 V2

cT 1 12
= — CT = — CT=|12(v2-1
CP V2+1 V241 ( )
Raspuns corect: |b) | ... 5p
]
Problema 14
Determinati suma numerelor reale x, y si 2z, care sunt solutii ale ecuatiei
162%y* + 922 + 162% — 8xy + 62 + 2 = 0.
5 7 13 13
= b) —— _° d) =
%) 1 ) 1 ) ~15 ) 7
Demonstratie.
162%y% + 922 + 162> — 8ay + 62 +2 =0 <—
162%y* — 8xy + 1+ 922 + 62 + 14+ 1622 =0 —
(doy — 1)+ Br+1)° + (42)° =0 —
ey —1=0, 3z+1=0, 4z=0.

: . 1 : : : 13
Obtinem solutiile x = g y=—gsiz= 0, iar valoarea sumei x + y + 2 este egala cu I3
RASPpUNS COTECt: | C) | ..o 5p

O

Problema 15
Daci a, b € R si a® +b*> =2, (a — b)* — (a + b)* = 16, calculati (a — b)** — (a + b)?°%6.

a) 22025 b) 22024 C) 22026 d) 22027
Demonstratie.
(a—b)' = (a+b)*'=16 < [(a—b)* = (a+b)?] [(a—b)’+ (a+)?] =16
—4ab 2a2+4-2b2
—4ab-2(a* +b*) = 16 = —16ab =16 =>
—

2
A+ =2 < (a+b)?—2ab=2 < (a+b?*+2=2 < a+b=0 < a=—b.

Din { ab=—1 = (a,b) € {(—-1,1),(1,-1)} = a—b= =2, deci:

(a — b)20% _ (g 4 b)20% = ‘
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RASPUNS COTECt: [C) | ..o e e op

Problema 16

Cel mai mic numar real > 0 pentru care x - (3y/5 — 41/3) este numar intreg, este egal cu:

a) ;1\/§+\/5 b) 3v/5 + 43 ¢) —3v5+ 43 d) vV3++5

Demonstratie. Fie z - (3v/5 — 4v/3) = k € Z, unde k < 0 pentru ca > 0 si 3v/5 — 4/3 =

V45 — /48 < 0.
-3V —4V3) =k < ng\/_f4\/§=3k\2§tig\/§:—k\/_—?\/§-

4
Valoarea lui k pentru care x este minim este k = —1 si z = V5 + g\/g Pentru oricare alt k

4k 4
intreg negativ, adica pentru k£ < —1 <= —k > 1, obtinem —kv5 — ?\/g > /5 + g\/g

4
Valoarea minima a numarului x este egala cu §\/§ +5|

RaAsSpuns corect: [a) | ... ... 5p

]
Problemele 1-16: ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... ... . ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 2 ore
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