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§1 Solutii

Problema 1

Numarul 2026 se afla pe linia a si coloana b. Care este valoarea sumei a + b?

Coloana 1 Coloana 2 Coloana 3 Coloana4 Coloana 5
Linia 1 2 4 B 8 10
Linia 2 12 14 16 18 20
Linia 3 22 24 26 28 30

Demonstratie. Observam ca tabelul este format din numere pare, puse cate 5 pe fiecare linie.
o Linia 1: 2,4,6,8,10
o Linia 2: 12,14, 16, 18,20
« Linia 3: 22,24, 26, 28, 30
Observam ca pe linia a, primul numar este
10-(a—1) + 2,

iar ultimul este
10+ (a — 1) + 10.

Numarul 2026 se afla pe linia a daca:

10-(a—1)+2<2026 <10-(a—1)+ 10.
Scadem 2 din toate partile:

10-(a—1)<2024<10-(a—1)+8 «—

2010 < 2016 <10 (a—1) <2024
Impartim la 10 si pentru ci a este un numar natural obtinem:
a—1=202 <= a=203.
Deci numarul 2026 se afla pe linia a = 203. Pe aceasta linie, numerele sunt:
2022, 2024, 2026, 2028, 2030.

Le asezam pe coloane:

Coloana | 1 2 3 4 5
Numarul | 2022 2024 2026 2028 2030

Observam ca numarul 2026 se afla pe coloana b = 3. Prin urmare,

a+b=203+3=[206]

Raspuns corect: 2006 ] ... ... op
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Problema 2
O carte contine 30 de povesti, fiecare are un numar diferit de pagini si incepe pe o pagina
noua. Numarul de pagini ale povestilor este de 1, 2, 3, ..., 30 pagini, cate una din fiecare si

nu neaparat in aceasta ordine. Prima poveste incepe pe pagina cu numarul 1. Care este
numarul maxim de povesti care pot incepe pe o pagina cu numar impar?

Demonstratie. Observam ca doar paritatea lungimilor conteaza. Daca o poveste are lungime
para, atunci paritatea paginii de start a urmatoarei povesti ramane aceeasi. Daca o poveste are
lungime impara, atunci paritatea paginii de start a urmatoarei povesti se schimba.

Avem exact 15 povesti de lungime impara si 15 povesti de lungime para (in multimea 1, 2,
. 30).

Prima poveste incepe pe pagina 1, deci pe o pagina impara. Cand parcurgem povestile, de
fiecare data cand intalnim o lungime impara, paritatea paginii de start se inverseaza. Asadar,
paginile de start vor avea paritate: impar, (dupa prima lungime impara) par, (dupa a doua
lungime impara) iar impar, etc.

Prin urmare, dintre cele 15 povesti cu lungime impara, exact cele aflate pe pozitiile 1, 3, 5,
..., 15 (in ordinea aparitiei lor) vor incepe pe pagina impara. Sunt 8 astfel de povesti.

Povestile cu lungime para nu schimba paritatea, deci putem alege sa le plasam toate in
intervalele 1n care pagina de start este impara. Astfel, toate cele 15 povesti cu lungime para pot
incepe pe pagini impare.

Deci numarul maxim de povesti care pot Incepe pe pagini impare este

1548 =[23]

Raspuns corect: |23 | ... ..o 5p

Problema 3

Unele numere naturale de trei cifre au urmatoarea proprietate: daca eliminam prima cifra a
numarului, obtinem un patrat perfect; daca eliminam ultima cifra a numarului, obtinem
de asemenea un patrat perfect. Care este suma tuturor numerelor de trei cifre cu aceasta
proprietate?

Demonstratie. Notam numarul de trei cifre sub forma abc, unde a # 0. Atunci:
o elimindnd prima cifrd obtinem be, care trebuie sa fie un patrat perfect de dous cifre;

o eliminand ultima cifra obtinem ab, care trebuie si fie, de asemenea, un patrat perfect de
doua cifre.

Patratele perfecte de doua cifre sunt:
16, 25, 36, 49, 64, 81.
Le scriem sub forma perechilor de cifre:
16 = (1,6), 25=1(2,5), 36=(3,6), 49=(4,9), 64=(6,4), 81=(8,1).

Conditia problemei impune ca cifra b:
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o sa fie cifra unitatilor lui ab;
« s fie cifra zecilor lui be.
Verificim cazurile posibile pentru ab:

e ab=16 = b = 6. Singurul patrat cu cifra zecilor 6 este 64, deci ¢ = 4. Numarul este
164.

e ab=36 = b= 6. Din nou bc = 64, deci ¢ = 4. Numarul este 364.

e ab=64 = b= 4. Singurul patrat cu cifra zecilor 4 este 49, deci ¢ = 9. Numarul este
649.

e ab=81 = b= 1. Singurul patrat cu cifra zecilor 1 este 16, deci ¢ = 6. Numarul este
816.

Celelalte patrate (25 si 49) nu duc la solutii, deoarece nu exista patrate perfecte cu cifrele zecilor
corespunzatoare lui b =5 sau b = 9.
Prin urmare, toate numerele cerute sunt:

164, 364, 649, 816.

Suma lor este:

164 + 364 + 649 + 816 = | 1993 |.

Raspuns corect: | 1903 | ... ... 5p

Problema 4

Alexandra are ca tema o Tmpartire de doua numere naturale. Fratele sau mai mic se joaca
putin si schimba din factorii impartirii astfel: mareste deimpartitul cu 17 si impartitorul cu
3, restul 1l micsoreaza cu 4 iar catul il lasa neschimbat. La clasa profesorul corecteaza tema
si constata ca operatia este corecta. Care este valoarea catului?

Demonstratie. Aplicam teorema Impartirii cu rest:
D=1-C+R, R< 1,
care reprezinta operatia Alexandrei. Dupa modificari relatia devine
D+17=(I+3)-C+R—4, R—-4<1+3,

sau
I - C+R+17=1-C+3-C+R—4.

Dupa reduceri se obtine

17=3-C—4 < 21=3.-C < C=[7]

RaASpUNS COTeCt: | 7| .. o5p
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Problema 5

Care este suma numerelor naturale abcd care au proprietatea
16 - (a + b)* = abed ?

Gazeta Matematica 10/2025

Demonstratie. Observam ca
16 - (a+b)* = (2 (a+ b))~

Notam
r=2-(a+D).

Atunci z este un numar par, iar
abed = z*.

Cautam numere pare x astfel incat z* si fie un numar de 4 cifre. Calculaim:

4* =256 (are 3 cifre),

6! = 1296 (are 4 cifre),
8 = 4096 (are 4 cifre),
10* = 10000 (are 5 cifre, prea mare).

Deci singurele valori posibile sunt:
r=6 si z=28.

Rezulta:
abed € {1296, 4096}.

Verificam daca exista cifre a, b, ¢, d cu proprietatea ceruta.
o Pentru abed = 1296:
r=6 = 2-(a+b)=6 = a+b=3.
Cum a =1 si b = 2, conditia este satisfacuta.
o Pentru abed = 4096:
r=8 = 2-(a+b) =8 = a+b=4.
Cum a =4 si b = 0, conditia este satisfacuta.

Ambele numere sunt bune, iar suma lor este:

1296 4 4096 = [5392].

Raspuns corect: 5302 | ... ... 5p
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Problema 6

George are niste bile intr-o cutie. La fiecare tura, elimina jumatate din bile, adauga 2 si
apoi dubleaza bilele ramase. Dupa 35 de ture, exista 148 de bile in cutie. Cate bile continea
cutia la inceput?

Demonstratie. Fie x numarul de bile din cutie inainte de o tura. Dupa eliminarea a jumatate
din bile raman
x:2

bile. Apoi se adauga 2 bile, deci sunt
T2+ 2.

Dupa aceea se dubleaza numarul de bile, obtinandu-se
2-(x:242)=x+4.

Asadar, la fiecare tura numarul de bile creste cu 4. Se stie ca dupa 35 de ture sunt 148 bile.
Deci numarul initial de bile a fost

148 — 35 -4 = 148 — 140 =[8].

RaAspuns corect: |8 | ... .. op

Problema 7

Catul impartirii unui numar natural de trei cifre abc la 9 este un numar natural de trei
cifre, iar restul este egal cu 0. Suma cifrelor catului este cu 9 mai mica decat suma cifrelor
numarului initial. Determinati valoarea numarului abe.

Demonstratie. Notdm numarul de trei cifre prin abe si cAtul impéartirii la 9 prin numéarul de trei
cifre Tgz. Avem
abc =9 - TYz,

Deoarece Tz are trei cifre, rezulta gz > 100, deci
abc =9 - Tyz > 900,
asadar a = 9. Cum abc are trei cifre, avem abc < 999, deci
9-7yz <999 = 7Tyz <111,

prin urmare
100 < zyz < 111.

Un numar si suma cifrelor sale au acelasi rest la impartirea la 9. Din faptul cd abc =9 -TYZ
rezulta ca abc este multiplu de 9, deci si a+ b+ ¢ este multiplu de 9, asadar a+b+c € {9, 18,27}.
Cum a =9, rezulta b+ c € {0,9, 18}.

o Daci b+ ¢ =0, atunci abc = 900 si
zyz = 900 : 9 = 100,

deci x +y + 2z = 1, iar din conditie ar trebui x + y + 2z = 0, contradictie.
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e Daca b+ c = 18, atunci abc = 999 si
Tyz =999 : 9 = 111,
deci x + y 4+ 2z = 3, iar din conditie ar trebui x + y + 2z = 18, contradictie.

e Daca b+ c =9, din conditie ar trebui x + y + z = 9. Cum 100 < zyz < 111, singurul
numar din acest interval cu suma cifrelor 9 este Tyz = 108. Atunci

abc =9 -108 = 972,
iara+b+c=94+74+2=18six+y+2=14+0+8 =9, deci proprietatea este indeplinita.

Prin urmare existi un singur numdér de trei cifre cu proprietatea ceruti, anume 972 .

Raspuns corect: |972 | ... .. 5p

Problema 8

Cifrele a, b, ¢ si d sunt consecutive in aceasta ordine si au proprietatea ca
ddb - bec = bbbaa.
Sa se determine valoarea produsului

a-b-c-d.

Demonstratie. Observam mai intai ca produsul a doua cifre consecutive poate avea ultima cifra
doar 0, 2 sau 6. In relatia -
ddb - bc = bbbaa,

ultima cifra din stanga este ultima cifra a produsului b - ¢, iar ultima cifra din dreapta este a.
Cum b si ¢ sunt cifre consecutive, rezulta ca

a €{0,2,6}.
Vom analiza urmatoarele 2 cazuri:

o Cazul 1: cifre consecutive crescator. Atunci (a,b,c,d) poate fi doar una dintre
multimile:
(0,1,2,3), (2,3,4,5), (6,7,8,9).

Verificam:
0,1,2,3) : ddb - bc = 331 - 12 # 11100 = bbbaa,

(2,3,4,5):  ddb-be = 553 - 34 # 33322 = bbbaa,
(6,7,8,9) :  ddb-bec =997 - 78 = 77766 = bbbaa.

Deci acest caz da o solutie.

e Cazul 2: cifre consecutive descrescator. Singura posibilitate compatibila cu a €
{0,2,6} este
(a’ b? C? d) = (67 57 4? 3)7
iar atunci

ddb - bec = 335 - 54 # 55566 = bbbaa,

deci nu apare solutie.
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In concluzie, singura solutie este
(a’ b? c? d) = (67 77 8? 9)7
adica o B
ddb =997, bc =178, bbbaa = T7766.

Produsul cifrelor a, b, ¢ si d este egal cu 6-7-8-9 =13024 |.
Raspuns corect: [ 3024 | . ... .. op

Problema 9

Pe 0 masa sunt carti de joc pe care sunt 5 sau 7 puncte. Un elev alege la intAmplare carti.
Care este numarul minim de carti pe care le poate alege pentru a acumula exact 2026 de
puncte?

Demonstratie. Notam cu a numarul de carti cu 5 puncte si cu b numarul de carti cu 7 puncte.
Atunci
5-a+T7-b=2026,

unde a si b sunt numere naturale. Adunam 2 - a in ambii membri si obtinem
7-(a+b)=2026+2-a.

Vrem ca a + b sa fie minim. Pentru asta, trebuie ca a sa fie cat mai mic.
Pe de alta parte, din relatie obtinem:

7-b=2026—-5"a.

Deci 2026 — 5 - a trebuie sa fie divizibil cu 7. Scadem de fiecare data cite 5 (adica incercam
valori mici pentru a) si vedem cénd restul devine 0:

a ‘ 2026 —5-a ‘ rest la impartirea la 7
0 2026 3
1 2021 5
2 2016 0

Cea mai mica valoare care da rest 0 este a = 2. Atunci:
7-b=2016 = b=2016:7 = 288.
Numarul minim de carti este:

a+b=2+288=[290].

Raspuns corect: 290 | .. ... ... 5p

Problema 10

In opt parcuri traiesc 1001 veverite si cAteva maimute. In fiecare parc, numérul de veverite
este egal cu numarul total de maimute din toate celelalte 7 parcuri. Cate maimute traiesc
in total in cele opt parcuri?
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Demonstratie. Solutia 1: Vom nota cu vy, vs,...vg numarul de veverite din fiecare dintre cele 8

parcuri si cu my, ma, ... mg numarul de maimute din fiecare dintre cele 8 parcuri.
mi+mo+msg+...... + my = vg
mi+mo+...... + mg + mg = vy
Mg + M+ Ma+ ...+ mg = v

Adunam cele 8 egalitati si obtinem 7-(my +mgo+mg+...... +mg) = v +ve+vs+... V5 <=

my + mo +mg + ... +mg = 1001 : 7. Numarul de maimute care traiesc in total in cele opt

parcuri este .

Solutia 2: Notdam cu M numaérul total de maimute din toate cele 8 parcuri. Intr-un parc
oarecare, numarul de veverite este egal cu numarul de maimute din celelalte 7 parcuri. Asta
inseamna:

(veverite in parc) = M — (maimute in acel parc).

Scriem aceasta relatie pentru fiecare parc si adunam toate cele 8 relatii.
« In stdnga, adunam veveritele din toate parcurile, adicd 1001.

o In dreapta, apare M de 8 ori, deci 8M, iar din el scidem suma maimutelor din toate
parcurile, adica tot M.

Deci obtinem:
1001 =8- M — M =7- M.

Prin urmare:

M =1001:7=[143]

Raspuns corect: | 143 | ... ... . 5p

Problema 11

Intr-o cutie sunt jucarii. Andrei a numarat 33, Bianca a numarat 30, Cornel a numirat 36,
Daniela a numarat 29 si Elena a numarat 32. Unul dintre copii a gresit cu o jucarie, altul
cu doua, altul cu trei, altul cu patru, iar unul a numarat corect. Cate jucarii sunt in cutie?

Demonstratie. Notam cu N numarul corect de jucarii. Diferenta dintre cea mai mare si cea mai

mica numaratoare este:
36 —29=17.

Dar erorile posibile sunt doar 1, 2, 3,4, deci diferenta maxima intre doua greseli este
443 =T.

Rezulta ca cele doua numaratori extreme, 36 si 29, sunt facute de copiii care au gresit cu 4 si cu
3. Numarul corect N trebuie sa fie intre 29 si 36. Verificam fiecare din valorile care apar in
lista: 30, 32, 33.
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e Daca N = 30:
Copil | Greseala
29 1
30 0
32 2
33 3
36 6

Apare o greseala de 6, care nu este permisa. Nu retinem solutii in acest caz.

o Daca N = 33:
Copil | Greseala
29 4
30 3
32 1
33 0
36 3
Greseala 3 apare de doua ori, ceea ce nu este permis. Nu retinem solutii In acest caz.
o Daca N = 32:
Copil | Greseala
29 3
30 2
32 0
33 1
36 4

Apar exact o data toate valorile: 0, 1, 2, 3, 4 asa cum cere problema.

Prin urmare, numarul corect de jucirii este [32].
RaASpuUNS corect: |32 | .. .. op

Problema 12

Pentru cate numere de doua cifre ab are loc relatia

ab + ba = 1327

Demonstratie. Avem
ab=10-a + b, ba=10-b+a.

Deci
(10-a+0b)+ (10-b+ a) = 132

11 (a+b) =132
a+b=12.
Cuac{l,2,...,9}sibe {1,...,9}, obtinem:

(3,9),(4,8),(5,7),(6,6),(7,5),(8,4),(9,3).

Deci numerele sunt:

39,48, 57,66, 75,84,93
iar numarul lor este egal cu .
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RaASpUNS COrect: | 7| .. . o5p

Problema 13

Spunem ca numarul natural a este fratele numarului natural b daca a # b si numarul a se
obtine prin rearanjarea cifrelor numarului b. De exemplu, 2011 este fratele lui 1210. Cati
frati are numarul 102026 — 27

Demonstratie. Calculam mai intai forma numarului:

1022 =1 00...0 ,

———
2026 zerouri

deci
10%0%6 —2 =199 ...98.
N——
2025 cifre

Asadar, numarul are exact:
o 2025 cifre egale cu 9;
e o cifra egala cu 8.

Orice frate se obtine prin rearanjarea cifrelor, deci in orice frate apare cifra 8 o singura data si
cifra 9 de 2025 ori. Asadar, un astfel de numar este determinat doar de pozitia cifrei 8 in sirul
de 2026 cifre. Deoarece cifra 8 poate fi pusa in oricare dintre cele 2026 pozitii, vom avea 2026
rearanjari. Una dintre aceste rearanjari este chiar numarul initial (cAnd 8 este ultima cifra), iar
aceasta nu se numara ca frate. Prin urmare, numarul de frati este egal cu 2026 — 1 = .

Raspuns corect: [ 2020 | . ... op

]

Problema 14

Ana, Ton si Radu au scris pe noua cartonase numerele 1,2, 3,...,9, le-au Intors cu scrisul in
jos, apoi fiecare a luat trei cartonase si a efectuat suma si produsul numerelor de pe ele.
Sumele obtinute au fost 14, 15 si 16, iar produsele 54, 70 si 96. Daca Ana a obtinut produsul
cel mai mare, iar Ion suma cea mai mica, care este suma patratelor numerelor pe care le-a
extras Radu?

Demonstratie. Produsul obtinut de Radu poate fi 70 sau 54. Singura modalitate in care putem
descompune numarul 70 in produs de trei cifre distincte din multimea data este

M0=2-5-T7.

Suma acestora este
24+547=14,

ceea ce nu convine, caci Radu a obtinut suma 15 sau 16.
Numarul 54 poate fi scris ca produs de cifre diferite in doua moduri:

« 54=1-6-9 cu 1+6+9=16,

e 54=2-3-9 cu 2+3+9=14.
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Cum suma nu poate fi 14, deducem ca numerele lui Radu au fost 1,6, 9.

Observam ca situatia este realizabila cand Ana are numerele 3,4,8, iar Ton 2,5,7. Suma
patratelor numerelor pe care le-a extras Radu este 12 4+ 62 + 9% =|118|.

Raspuns corect: | 118 ... .. . . 5p

Problema 15

Cate numere de patru cifre abed se pot forma astfel incat:
e cifra a sa fie impara;
o cifra b sa fie multiplu de 3;
o cifra c sa fie diferita de a;

e cifra d sa fie mai mare decat 57

Demonstratie. Vom analiza fiecare cifra in parte

Cifra a trebuie sa fie impara:
a€{l1,3,57,9},

deci sunt 5 posibilitati.
« Cifra b trebuie sa fie multiplu de 3:
be{0,3,6,9},
deci sunt 4 posibilitati.

« Cifra c trebuie sa fie diferita de a. Cum c este o cifra, poate lua initial 10 valori, dar nu
poate fi egala cu a, deci:
10 — 1 = 9 posibilitati.

o Cifra d trebuie sa fie mai mare decat 5:
de{6,7,8,9},
deci sunt 4 posibilitati.

Prin principiul produsului, numarul total de numere este:

5-4-9-4="720.
Prin urmare, exista numere de patru cifre care satisfac conditiile problemei.
Raspuns corect: | 720 | ... ... . . 5p
O
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Problema 16

Determinati suma numerelor abc cu proprietatea ca
abc = bc - c.

Gazeta Matematica

Demonstratie. Egalitatea data este echivalenta cu
100-a+bc=bc-c <= 100-a=bc-(c—1).

Observam ca ¢ > 2 si ultima cifrd a produsului be - (¢ — 1) trebuie s& fie 0. Astfel, cifra ¢ poate
lua doar valorile 5 sau 6.

e Pentru ¢ = 5 avem:
100-a=05-4 < 25-a = b5.

Aceasta conduce la doua solutii:
a=1,b=2, abc =125,

sau
a=3,b="1, abc = 375.

e Pentru ¢ = 6 avem:
100-a=06-5 < 20-a = b6.

Nu retinem solutii in acest caz.

Suma celor doua numere este 125 4 375 = m

Raspuns corect: 500 | ... ... ... 5p

O
Problemele 1-16: ... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: .......... .. .. 20p
Total: . 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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