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§1 Solutii

Problema 1

Cand telefonul lui Marius este incarcat complet, acesta se descarca in 32 de ore daca 1l
foloseste doar pentru a asculta muzica, in 20 de ore daca il foloseste doar pentru jocuri si
in 80 de ore daca nu il foloseste deloc. Marius urca intr-un tren cu telefonul pe jumatate
incircat. In timp ce se afli in tren, timpul in care ascultd muzica, timpul in care se joacd pe
telefon si timpul in care nu 1l foloseste sunt toate aceleasi. Telefonul sau se descarca exact
cand trenul ajunge la destinatie. Cate ore a durat calatoria cu trenul?

Demonstratie. Consideram capacitatea completa a bateriei egala cu 1. Telefonul porneste cu

bateria incarcata la 3 Intr-o ora, consumul de baterie este:

o1 : 1 folosit 1
muzica: — ri: — n it: —.
uzica 35 jocu 50’ efolos 0

Fie t durata calatoriei cu trenul. Deoarece timpul petrecut in fiecare dintre cele trei situatii este

t
acelasi, Marius foloseste telefonul céte 3 ore pentru fiecare tip de utilizare. Consumul total de

TESE.
3\32 20 80/°

baterie este

Calculam suma din paranteza:

1+1+1__5+8_F2_15_3
32 20 80 160 160 160 160 32"

Rezulta consumul total:

t 3t
3 32 32
Telefonul se descarca exact la sosirea trenului, deci consumul este egal cu incarcarea initiala:
t 1
32 2
Prin urmare, calatoria cu trenul a durat ¢ = ore.
Raspuns corect: |16 ..... ... . 5p
]
Problema 2

Fie n un numar intreg pozitiv care este multiplu de 45 si are exact 15 divizori pozitivi.
Determinati valoarea maxima posibila a lui n.

Demonstratie. Avem 45 = 32 - 5. Deoarece n este multiplu de 45, rezulta ca
n:3a.5b.p?1...pzk,

unde a > 2, b > 1, iar py,...,p, sunt numere prime diferite de 3 si 5. Numarul de divizori
pozitivi ai lui n este
T(n)=(a+1)(b+1)(ag +1) - (ap + 1).
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Conditia 7(n) = 15 impune
(a+1)(b+1)(as +1) - (ap + 1) = 15.

Dar 15 =3 -5. Daca ar exista un numar prim suplimentar p; cu «; > 1, atunci am avea inca un
factor (v + 1) > 2, ceea ce ar necesita cel putin trei factori mai mari strict decat 1 in produs.
Acest lucru este imposibil deoarece 15 are in descompunere doar 2 factori strict mai mari decat
1. Prin urmare, £ = 0, deci

T(n)=(a+1)(b+1) = 15.

Tinand cont ca a > 2 si b > 1, obtinem urmatoarele doua posibilitati:
e (a+1,0+1)=(3,5) = (a,b) =(2,4) = n; =3%-5=9-625 = 5625
e (a+1,0+1)=(53) = (a,b) = (4,2) = ny =352 =281-25=2025
Asadar, valoarea maxima a lui n este .

RaAsSpUNSs corect: | 5020 | . ... op

Problema 3

Ioan are 12 pungi cu dulciuri.
« unele pungi contin 3 bomboane cu ciocolata, 4 caramele si o bomboana cu cirese;
« alte pungi contin 4 bomboane cu ciocolata, 5 caramele si 2 bomboane cu cirese;
« restul pungilor contin 6 bomboane cu ciocolata si 3 bomboane cu cirese.

In total, pungile contin 31 caramele. Cate bomboane cu cirese contin toate pungile?

Demonstratie. Facem urmatoarele notatii:

o z numarul pungilor care contin 3 bomboane cu ciocolata, 4 caramele si o bomboana cu
cirese

« y numarul pungilor care contin 4 bomboane cu ciocolata, 5 caramele si 2 bomboane cu
cirese

« z numarul pungilor care contin 6 bomboane cu ciocolata si 3 bomboane cu cirese.

Atunci:
r+y+z=12.

Numarul total de caramele este 4x + 5y, deci:
4o + 5y = 31 <= 31 — dy = 4.

Observam ca membrul drept este multiplu de 4. Pe masura ce y variaza, valorile posibile ale lui
31 — by sunt:
31, 26, 21, 16, 11, 6, 1.

Dintre acestea, singura valoare multiplu de 4 este 16. Asadar:

dr =16 — x = 4.
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Rezulta:
31—-16 15

= —:3
Y 5 5 3

lar
z=12—(r+y)=12—-7=05.

In final, numarul total de bomboane cu cirese este:

T4+2y+32=4+6+15=25]

RaAspuns corect: |25 | ... .. op
O
Problema 4
Fie xz,y,z € Q*. Numerele z - y si z + y sunt direct proportionale cu 24 si 7, iar numerele
x -z si x — z sunt direct proportionale cu 8, respectiv 1. Numarul y+e este egal cu fractia
Y-z
ireductibila %, a, b €N, (a,b) =1, b # 0. Determinati valoarea sumei a + b.
Demonstratie. Stim ca
Ty Tty
- (1)
24 7
rz  x—Z
— = . 2
8 1 )
Relatia (1) se mai scrie
r+y 7 1 1 7
=— = —4+-=_— 3
xy 24 Y + r 24 )
iar relatia (2) este echivalenta cu
r—z 1 1 1 1
Tz 8 z x 8 )
Adunénd (3) cu (4) obtinem
1+1_10 y+z 5 _a
y oz 24 yz 12 b
Valoarea sumei a + b este egald cu 5+ 12 = [17]
Raspuns corect: | 17| ... ... 5p
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Problema 5

Ada, Cora si Nela au jucat un joc pe calculator in care culegeau pietre pretioase: rubine,
smaralde si diamante, fiecare valorand un numar de puncte. Ada are 3 rubine, 4 smaralde
si 4 diamante. Cora are 5 rubine, 6 smaralde si 3 diamante. Nela are 2 rubine, 2 smaralde
si b diamante. Bunica lor asista la urmatorul dialog:

o Cora:-Eu am 75 de puncte.

o Ada: -Cora spune minciuni!

e Nela: -Fu nu am 66 de puncte.

o Cora: -Nela minte!

o Ada: -Eu nu am 69 de puncte.

o Nela: -Si Ada, si Cora spun minciuni!

Stiind ca fiecare dintre fete fie minte pe tot parcursul discutiei, fie spune adevarul pe tot
parcursul discutiei, aflati cate puncte valoreaza un diamant.

Demonstratie. Analizam informatiile
o Ada: -Cora spune minciuni!
o Cora: -Nela minte!
o Nela: -Si Ada, si Cora spun minciuni!

Daca Ada spune adevarul, atunci Cora minte, deci Nela spune adevarul, ceea ce inseamna ca
Ada simultan spune adevarul si minte, imposibil! Daca Ada minte, atunci Cora spune adevarul,
prin urmare Nela minte, asadar numai Cora spune adevarul, iar Ada si Nela mint. Deducem
astfel ca Ada are 69 de puncte, Cora are 75 de puncte, Nela are 66 de puncte. Notam r numarul
de puncte pentru un rubin, cu s numarul de puncte pentru un smarald si cu d numarul de
puncte pentru un diamant. Ada are

3r +4s+4d = 69

de puncte, Cora are
or +6s 4+ 3d =75

de puncte si Nela are
2r + 2s + 5d = 66

de puncte. Ada si Nela au Impreuna
5r + 65+ 9d = 135

de puncte, cu 6d = 60 de puncte mai mult decat Cora. Deducem ca un diamant valoreaza
puncte.

Raspuns corect: |10 ... ... op
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Problema 6

Care este numarul minim de unghiuri cu masurile de 5° si 7° pe care le putem construi in
jurul unui punct, stiind ca trebuie sa desenam cel putin cate un unghi din fiecare si suma
tuturor unghiurilor desenate este de 360°7

Demonstratie. Notam cu x numarul de unghiuri de 5° si cu y numarul de unghiuri de 7°,
desenate 1n jurul unui punct. Atunci suma masurilor lor este

d5x + Ty = 360.

Adunam 2z in ambii membri

360 + 2z

Sr+21+ Ty =360+2r < 7(x+y)=360+21 < x+y= -

Asadar = + y este minim atunci cdnd x este minim. Deoarece x + y este un numar natural,
rezulta ca 360 + 2z este multiplu de 7. Cum 360 = 51 - 7 + 3, trebuie ca 2z + 3 sa fie multiplu
de 7. Cautam cel mai mic x pentru care 2z + 3 este multiplu de 7. Cel mai mic multiplu de 7
mai mare decat 3 este 7, deci

20 +3=7 << 2xr=4 <— zx=2.

Asadar, numarul minim de unghiuri de 5° este xy, = 2. Atunci

360 — 5z

360 — 10 350
y_ = = — =

T 7T

50,

iar numarul total minim de unghiuri este
r+y=2+50=>52

Prin urmare, numarul minim de unghiuri de masura 5° si 7° care pot fi desenate in jurul unui

punct este .

Raspuns corect: |52 ... ... .. 5p

Problema 7
Consideram multimea

A:{7-m+2-n

2-m—|—7-n€N |m,n€N}.

Determinati suma elementelor multimii A.

Demonstratie. Notam
m+2n

=a € N*.
2m —+ Tn “

Atunci
Tm+2n =a(2m+Tn) <
Tm + 2n = 2am + Tan <
(T—2a)m+ (2—Ta)n =0 <~
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(2a — T)m = (2 — Ta)n.
Cum a € N* rezulta ca 2 — 7a < 0, si cum m,n € N* din egalitatea de mai sus obtinem

7
20 —7T< 0 <— a<§,

iar deoarece a € N*, obtinem
a€{1,2,3}.

Verificam ca aceste valori se pot obtine:
ca=1<+= m=n
e a=2 << m=4n
e a=3 < m=19n

Prin urmare, A = {1, 2,3}, iar suma elementelor este 1 +2 + 3 = @
Raspuns corect: @ .................................................................... 5p

Problema 8

In figura de mai jos se cunosc a || b, ZFAB = 3-1+35°, ZABC = 90°, ZODE = 2-x —50°,
LCED = x —25°. De asemenea, (C'D este semidreapta opusa bisectoarei unghiului ZBCE.
Determinati valoarea lui x.

Demonstratie. Consideram prin B dreapta ¢ paralela cu a si prin C' dreapta r paralela cu b
(deci g || asir || b). Alegem punctele P € ¢ si M € r,iar N € DC, ca in figura.

Pentru ca r || b, unghiurile ZMCE si ZCED sunt alterne interne, deci
LMCE = ZCED = x — 25°.

Pentru ca r || b si DC' este o secanta, unghiurile ZNCM si ZCDE sunt corespondente, deci
LNCM = ZCDFE = 2x — 50°.
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Atunci
/NCE = /NCM + /MCE = (2z — 50°) + (z — 25°) = 3z — 75°.

Cum DC este bisectoarea unghiului ZBCE si N € DC, rezulta ca dreapta C'N (bisectoarea)

imparte unghiul ZBCFE in doua unghiuri egale, deci
ZBCN = /ZNCFE = 3z — 75°.
Prin urmare,
/ZBCM = ZBCN + ZNCM = (3x — 75°) + (2z — 50°) = bz — 125°.
Pentru ca ¢ || r, unghiurile ZPBC' si ZBCM sunt alterne interne, deci
/PBC = /BCM = 5z — 125°.

Mai departe, deoarece a || ¢, unghiurile ZPBA si ZBAF sunt suplementare, deci

/PBA =180° — ZBAF = 180° — (3z + 35°) = 145° — 3. (2)
Cum ZABC = 90°, iar semidreapta BP se afla in interiorul unghiului ZABC', avem
/ZPBA+ ZPBC = 90°.
Din (1) si (2) obtinem
(145° — 3x) + (bx — 125°) = 90° <—
20 +20° =90° «—
v =|35]
RaAspuns corect: |35 | .. ... op
m
Problema 9
In triunghiul PQR, punctul S se afla pe latura QR. Se stie ci
/QPS =/SPR, PQ =PS=SR
Determinati masura unghiului ZPRQ).
Demonstratie.
Solutii - Clasa a VI-a http:\\upper.school Pagina 8


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2025-2026 Etapa 11

Notam cu z = ZPR(Q). Deoarece SR = SP, rezulta ca triunghiul SPR este isoscel cu baza PR,

deci
/SPR=/SRP = zx.

Din ipoteza avem

LQPS = ZRPS,

de unde
ZQPS = .

Aplicam teorema unghiului exterior in triunghiul SPR:
LPSQ) =/ZSPR+ ZSRP <— /PSQ =z+12 <= ZPSQ = 2x.
Cum PQ = PS, rezulta ca triunghiul PQ.S este isoscel cu baza S, deci
LPQS = /ZPSQ = 2x.
In triunghiul PQR avem:
LPQR+ ZQPR + ZPRQ = 180° <=
2 + 2z 4+ 1 = 180° < bz = 180° <= z =|36°]

Raspuns corect: |36 | ... 5p

Problema 10
Fie AABC cu AB = AC'. Construim in exterior un triunghi AAC'D cu AC = AD, astfel

incat punctele C' si D sunt in acelasi semiplan fata de dreapta AB. Notam cu E intersectia
dreptelor AC si BD. Stiind ca DC' = DFE si ca masura unghiului ZDEC = 73°, sa se
determine masura unghiului ZBAC.

Demonstratie.
A

/Y
D

B C
Din DC = DFE rezulta ca ADCE este isoscel, deci

LDCE = /ZDEC = 73°,
iar atunci unghiul la varf este
/CDE =180° — 2 -73° = 34°. (1)
In triunghiul isoscel AACD, cu AC = AD, unghiurile de la bazi sunt egale:
LACD = ZCODA =173°,
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de unde
JCAD = 180° — 2 -73° = 34°. (2)

Notam x = ZBAC. Atunci folosind relatia (2)
/BAD = /BAC + LCAD = x + 34°.
In triunghiul isoscel AABD, cu AB = AD, unghiurile de la bazi sunt egale:

180° — 34°
/BDA = /ABD = (; +34) gy z (3)
Deoarece
ZCDA = /ZCDB+ ZBDA. (4)
Inlocuind in (4) valorile din (1), (3) si faptul c& ZCDA = 73°, obtinem
x x
s (19 0) e D=3 — oo
Prin urmare, masura unghiului ZBAC' este egala cu .
RaAspuns corect: |68 | .. .. ... op
O

Problema 11

Pentru un numar natural a vom nota cu S(a) suma cifrelor lui a. Aflati pentru cate numere
naturale a este verificata relatia

a+ S (S(S(a))) = 2026.

Demonstratie. Din relatia

a+ S(S(S(a))) = 2026
rezulta a < 2026, deci a are cel mult 4 cifre. Prin urmare
S(a) <S5(1999) =14+9+9+9 = 28.
Rezulta
S(S(a)) < 5(28) = 10,
de unde
S(5(5(a))) < 5(9) =9.

Pe de alta parte, se stie ca un numar si suma cifrelor sale dau acelasi rest la impartirea prin 9.
Prin aplicari succesive rezulta ca

a, S(a), S(5(a)), S(5(5(a)))

dau acelasi rest la impartirea prin 9. Notam S(S(S(a))) = r. Evident r < 9, altfel daca r =9,
atunci a ar fi si el multiplu de 9, contradictie cu faptul ca 2026 nu este un multiplu de 9. Atunci
a = My + r, iar din, ecuatia data obtinem

a+r=2026 <> Mo+ 2r = 2026.

Cum 2026 = 9 - 225 + 1, rezulta ca suma a doua numere cu acelasi rest la Impartirea prin
9 este un numar care da restul 1 la impartirea prin 9. Singura posibilitate este r = 5. Deci
S(S(S(a))) = 5. Ecuatia devine a + 5 = 2026, de unde valoarea numarului a este 2021, deci
numarul de valori pe care le poate lua a este .
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Raspuns corect: | 1| ... o5p

Problema 12

Se considera m puncte in plan, astfel incat oricare trei puncte sunt necoliniare, cu exceptia
unui grup de exact patru puncte care sunt coliniare. Stiind ca numarul total de drepte
determinate de ele este 40, aflati valoarea numarului m.

Gala Caluseru, eleva, Deva

Demonstratie. Presupunem mai intéi ca oricare trei puncte nu sunt coliniare. Prin fiecare punct
trec dreptele determinate de el cu celelalte puncte, deci printr-un punct trec m — 1 drepte.
Astfel, daca numaram ,dreptele prin puncte”, obtinem in total

m(m — 1)

drepte. Dar fiecare dreapta este numarata de doua ori: o data din capatul ei din stanga si o data
din capatul ei din dreapta (adica din cele doua puncte care o determina). De aceea impartim la
2, iar numarul total de drepte este
m(m — 1)
2

In problema noastra exista exact 4 puncte coliniare. Daca ele ar fi fost In pozitie generala,

atunci fiecare pereche dintre aceste 4 puncte ar fi dat o dreapta diferita, adica am fi numarat
4-3
—— = 6 drepte. Dar, fiind coliniare, toate aceste perechi determina aceeasi dreapta, deci in loc

de 6 drepte avem doar 1. Prin urmare, trebuie sa scadem din numarul general exact 6 — 1 =5
drepte. Asadar, numarul total de drepte este

m(m — 1)

40 =
2

— 5.
Rezulta:
m(m — 1)
2
m?>—m—90=0 <= (m—10)(m+9)=0.

=45 <= m(m—-1) =90 <=

Cum m este numar natural, obtinem ci valoarea numirului m este egala cu [10],
Raspuns corect: |10 ..... ... . 5p

Problema 13

Fie 1 <m; <mgy < ... < m,, toate numerele naturale care au un numar impar de divizori
naturali si care sunt divizori al lui 20262. Calculati suma

20267 20262 2026
S = - ot :

mq mo my

Gala Caluseru, eleva, Deva
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Demonstratie. Numarul de divizori ai lui m este impar daca si numai daca m este patrat perfect.

Prin urmare,
m=k* keN, k>1.

Din conditia m | 2026% rezulta

k?]2026° = k| 2026.

Factorizam:
2026 = 2 - 1013,

iar divizorii pozitivi ai lui 2026 sunt
1, 2, 1013, 2026.
Cum k > 1, obtinem
k€ {2,1013,2026} = m € {4,1013% 2026%}.

Asadar,

20262 2026 20262 2026\ /20267
g n n :< ) +(> +1=1013%2 422 + 1 =[1026174.

4 10132~ 20262 2 1013

Raspuns corect: | 1026174 | ... ... . 5p

Problema 14

Aflati care este cel mai mare numar natural prin care se poate simplifica fractia

25n+2 . 35n+3 +7
25n+4 . 35n+2 4 6’

unde n este numar natural mai mare sau egal decat 2026.

Demonstratie. Notam
Q= 2Pt 33 4 7

Scriem
a=2""12.3"2. 347 «— ¢=6""2.347.

Ultima cifra a lui 6°"*2 este 6, deci ultima cifra a lui 672 - 3 este aceeasi ca a lui 6 - 3 = 18,
adica 8. Prin urmare, ultima cifra a lui a este aceeasi ca a lui 8 +7 = 15, adica 5. Deci a se
termina in cifra 5, iar de aici rezulta ca a este impar si 5 | a. Notam

b — 25n+4 X 35n+2 + 6

Scriem
b:25n+2'35n+2‘22+6‘(:b:65n+2'4+6.

Ultima cifrd a lui 62 este 6, deci ultima cifrd a lui 62 - 4 este aceeasi ca a lui 6 - 4 = 24,
adica 4. Prin urmare, ultima cifra a lui b este aceeasi ca a lui 4 + 6 = 10, adica 0. Deci b se
termind in cifra 0, de unde rezulta ca 10 | b, in special 5 | b. Fie d = (a,b) cel mai mare divizor
comun al numerelor a si b. Din d | a si d | b rezulta d | (4a — 3b). Calculam:

4a —3b = 4(6"""2 .3 +7) — 3(6™""* . 4 + 6)
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=12-6"""? 428 — 12 6°""* — 18 = 10.
Prin urmare, d | 10 <= d € {1,2,5,10}. Cum a este impar, rezulta ca si d este impar, deci
d € {1,5}. Dar am ariitat mai sus c& 5 | a si 5 | b, deci 5 | d, asadar [d = 5]
RaAsSpuUnSs corect: | 5| .. .. 5p

Problema 15
n
Numarul n = 2¢-3° are 20 de divizori. Stiind ci oy e 8 divizori mai putin decat numarul

n, aflati numarul n.

Andru Oancea, elev, Sibiu

Demonstratie. Stim ca, daca
n=2%3"

atunci numarul divizorilor lui n este

d(n) = (a+1)(b+1).

Din enunt,
(a+1)(b+ 1) = 20. (1)
De asemenea,
n
g 2a . 3b72
9 Y

deci
d(Z) —(a+1)(b-1).

Cum acest numar este cu 8 mai mic decat d(n), avem
(a+1)b—1)+8=(a+1)(b+1) =

(a+D[b+1) = (b-1)] =8 <
(a+1)-2=8 +—
a+1=4 <= a=3.

Introducem in (1):
Ab+1)=20 = b+1=5 = b=4.

Prin urmare, n = 2% - 3% = 8 .81 =[648|.
Raspuns corect: 648 | ... ... 5p

Problema 16

Trei alergatori A, B si C' participa la o cursa de 100 m, fiecare alergand cu viteza constanta.
Cand A termina cursa, B se afla la 10 m in spate, iar cand B termina cursa, C' se afla la
10m in spatele lui. Cu cati metri in spatele lui A se afla C'; cAnd A a terminat cursa?
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Demonstratie. Cand B termina cursa, el a parcurs 100 m, iar C' se afla la 10 m in spate, deci C'
a parcurs 90 m. Asadar, in acelasi timp:

B parcurge 100m, C parcurge 90 m.

Rezulta ca, atunci cand B parcurge 90m, C va parcurge 81 m.

Pe de alta parte, cdnd A termina cursa, B este la 10m 1n spate, deci B a parcurs 90 m.
In acelasi timp, C' a parcurs 81 m. Prin urmare, cind A a terminat cursa, C' se afla la:

100 — 81 =[19|m

in spatele lui A.

Raspuns corect: |19 ... ... 5p

O
Problemele 1-16: ... .. 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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