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§1 Solutii

Problema 1

Fie x € R. Determinati numarul solutiilor ecuatiei
3[z] + 8{x} = bz — 2.

Am notat cu [z]| partea intreaga a lui z, iar cu {x} partea fractionara a numarului x.

Demonstratie. Folosim identitatea {x} = x — [z], deci ecuatia devine
3[z] + 8<:B - [ZE]) = br — 2.
De aici,
3[z] + 8z — 8[x] = bxr — 2 <= 3z +2=>5[z].
Notam [z] = k, unde k € Z, si obtinem
ok — 2

Conditia [z] = k se traduce prin
bk —2

k< < k+1.

Rezolvam cele doua inegalitati:

ok —2
<

e k< 5 3k<bk—-2 <«— 2k>2 <— k>1.

k—2
0 5 <k+1 << bk—-2<3k+3 <= 2k<) «— k:<g.

)
Prin urmare, k € Z si 1 <k < 2 deci k € {1,2}.

5-1-2

e Pentru k =1, rezulta z = 5 1.
-2—-2
e Pentru k = 2, rezulta z = 53 = i

8
Solutiile ecuatiei sunt = € {1, 3} , iar numarul solutiilor este .

RaASPUNS COrecCt: |2 | ..o

Problema 2

In triunghiul ABC, notdm cu I centrul cercului inscris. Se stie ci
/ZBIC = 135°

si ca raza cercului Inscris este

T:\/§CII1.

Sa se calculeze distanta de la ortocentrul triunghiului ABC' la centrul cercului inscris.
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Demonstratie. Folosim relatia binecunoscuta:

ZBIC =90° + ABQAC.

Din conditia problemei,

/ZBAC /ZBAC

= 135° «— =45° «<— /LBAC =90°.

90° +

Rezulta ca triunghiul ABC este dreptunghic in A, deci ortocentrul este chiar varful unghiului
drept. Prin urmare, distanta ceruta este 1 = AI. Intr-un triunghi dreptunghic, centrul cercului
inscris se afla la aceeasi distanta r de catete. Notam cu M piciorul perpendicularei din I pe
AB si cu N piciorul perpendicularei din I pe AC.

B C

Atunci

IM 1L AB, IN 1L AC, MeAB, N € AC,

si

IM =IN=r=2
Patrulaterul AMIN are 3 unghiuri drepte, deci este dreptunghi. In plus

IM = 1IN,
deci dreptunghiul AMIN este patrat. Asadar
AM = IM = V2.
In triunghiul dreptunghic AIM aplicim teorema lui Pitagora

A = AM?* + IM? <= A’ = (V2 4+ (V2)? <= A’ =4 «— Al =2.

Deci
HI = AI =[2 cm].
RaAspuns corect: | 2| ... ... 5p
O
Problema 3

In triunghiul AABC, punctul M este mijlocul laturii AB, iar punctul N se afli pe latura
BC'. Se stie ca P este mijlocul segmentului BN si ca

BN 2

PC 5

Dacé aria triunghiului AM BP este 1 cm?, si se determine aria triunghiului AABC.
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Demonstratie.

B P N Cc

Din faptul ca P este mijlocul segmentului BN rezulta
BP =PN, BN =2BP.

Avem
BN 2 2BP 2 BP 1

= = == — =
PC 5 PC 5 PC 5
Triunghiurile BM P si PMC' au aceeasi inaltime din M pe dreapta BC|, deci ariile lor sunt

proportionale cu bazele:
ABMP - BP o 1

Apyc PC 5

Cum Agpp = 1, obtinem

Atunci
Avpe = Apup + Apyc =1+5=6.

In triunghiul ABC, M este mijlocul lui AB, deci CM este mediani, iar aceasta imparte
triunghiul in doua triunghiuri de arii egale:

AMBC = -AMAC-

Prin urmare,

Apac =6 si Aapc = Aupce + Ayac =6+6= -

Raspuns corect: | 12| ... ... . 5p

Problema 4

2
Dacéa,b,qalé@*siLb\/§ a—by2 )
c+dv2

c—dv2

= /2, aflati valoarea expresiei (

Demonstratie. Din relatia
a+ b\/§ . \/§
c+dv?2 ’
cu ¢+ dv/2 # 0, obtinem:

a+bv/2=cV2+2d <= a—2d=2(c—D).
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Observim ca a —2d € Q si ¢ — b € Q. Deoarece /2 este irational, produsul v/2(c — b) este
rational daca si numai daca

c—b=0.

Rezulta imediat:
c=b si a=2d.

Calculam acum expresia ceruta:
a— V3 _20-0V3_—VIb-dVD) s
c—dv2 b—dv2 = b—dv2 ‘

Patratul acestei expresii este

(£=02) -z

RaAspuns corect: | 2| ... ... 5p

Problema 5

Care este cel mai mare numar natural @ja; ... a, pentru care are loc relatia

Vaias ... G, =a1+as+---+a, —27

Demonstratie. Observam ca numerele cautate sunt patrate perfecte. Vom determina pentru
inceput valorile posibile ale lui n, adica numarul cifrelor numerelor cautate. Cum

ar+a+---+a, —2<9In—2,

obtinem
10" < @rag - a, < (9n — 2)% (1)

Dar 3771 — 3772 > 3% — 3% pentru ci este echivalenta cu 3"72(3 — 1) > 3%(3 — 1), adevarata
pentru orice n > 5. De aici obtinem ca

=3 =3 (32 =3 4+ (35 =3 + 3 > 9(n—5) + 81 >9n
si relatia (1) devine
2y n—-1 _ qn—1 n—1)2 2
(On —2)°* >aaz-..a, > 10" >9 2(3 ) > (9n)”,
lucru care nu este posibil. Deducem ca n poate lua valorile 1,2, 3 sau 4.

e n=4 = Vabed=a+b+c+d—2<4-9—-2=34 <= abed < 1156, deci a = 1, iar
mai departe deducem V1bed =1+b+c+d—2<3-9—1 < 1bcd < 676, fals.

en=3 = Vabc=a+b+c—2 Dara+b+c—2<25, deci abc < 625. Se verifica pe
rand patratele perfecte mai mici decat 625 si obtinem ca cel mai mare numar care convine

este 289.
Asadar, cel mai mare numar natural care este solutie a ecuatiei este [289].
Raspuns corect: | 289 | ... .. 5p
O
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Problema 6

O placuta de Tnmatriculare are forma LLLCCC, adica trei litere urmate de trei cifre. Prin
ypalindrom” intelegem un sir de trei caractere de forma XY X. Determinati cate placute de
forma LLLCCC contin cel putin un palindrom: fie unul format numai din litere, fie unul
format numai din cifre, fie ambele. Se mai stie ca numarul de litere care pot fi folosite este
26 si la cifre se pot folosi toate cele 10 cifre pe oricare dintre pozitii.

Demonstratie. Analizam urmatoarele cazuri:

« Placute cu palindrom la litere. Un palindrom de 3 litere are forma XY X. Alegem X
in 26 moduri si Y in 26 moduri, deci 26 siruri de litere. Cifrele se aleg in 10* moduri, deci

Ny = 26%-10°.

« Placute cu palindrom la cifre. Un palindrom de 3 cifre are forma aba. Alegem a in 10
moduri si b In 10 moduri, deci 10? siruri de cifre. Literele se aleg in 26 moduri, deci

Ng = 263 - 102

+ Plicute cu palindrom la litere si la cifre. In acest caz, numarul de inmatriculare
are forma XY Xaba. Alegem X in 26 moduri si Y in 26 moduri, deci 262 siruri de litere.
Alegem a in 10 moduri si b in 10 moduri, deci 10? siruri de cifre. In total

Nino = 262 - 10

Conform principiului includerii si excluderii obtinem
N = N; + N¢ — Npae = 26% - 10° + 26° - 10° — 26° - 10° <

N =267 -10%(10 + 26 — 1) = 26 - 10* - 35 = 2366 000 |.

Raspuns corect: 2366000 | ... ... 5p

Problema 7

Un grup de copii este asezat pe teren in randuri si coloane.

e Daca numarul de randuri este egal cu numarul de coloane, dupa realizarea asezarii
mai raman 5 copii in afara formatiei.

e Daca numarul de randuri este cu 7 mai mare decat numarul de coloane, toti copiii
pot fi asezati fara sa ramana locuri libere.

Determinati numarul maxim de copii din grup.

Demonstratie. Prima asezare. Fie s numarul de copii dintr-un rand (egal cu numarul de coloane).
In acest caz, in formatie intra s copii, iar alti 5 raman in afara acesteia, deci numarul total de
copii este:

s>+ 5.
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A doua asezare. Fie ¢ numarul de copii dintr-o coloana. Deoarece numarul de randuri este cu 7
mai mare decat numarul de coloane, numarul total de copii este:

c(c+T7)=c+Te

Egalam cele doua expresii:
s2+5=c*+Tc

Inmultim relatia cu 4:
4s* 420 = 4¢® + 28c.

Scriem membrul drept ca diferenta fata de un patrat perfect:
4c® + 28¢ = (2c + 7)% — 49,

de unde:
4s* +20 = (2c + 7)* — 49.

Mutand termenii, obtinem:
(2c+7)* — (25)* = 69,

adica:
(2¢+ 7+ 2s)(2¢+ 7 —2s) = 69.

Observam ci 2¢ + 7 + 2s > 2c + 7 — 2s. Intrucat 69 = 1-69 = 3 - 23, analizim cazurile posibile.
o Cazul 1: 2c+ 7425 =069 si 2c+ 7 — 2s = 1. Scazand ecuatiile:
4s =68 <= s =1T7.
Numarul total de copii este:

24+ 5=17>+5=294.

o Cazul 2: 2¢ 4+ 7+ 2s = 23 si 2¢ + 7 — 2s = 3. Rezulta s = 5, iar numarul total de copii

este 30.
Numérul maxim de copii este [294].
Raspuns corect: 294 | ... ... . 5p
O
Problema 8

Fie S; = {n € N|100i <n < 100(i + 1)}. Cate dintre multimile
SO) 517 827 ° 00 75999

nu contin niciun patrat perfect?

Observatie: De exemplu, Sy = {400,401, 402, ...,499}.

Demonstratie. Diferenta dintre doua patrate consecutive este

(x+1)?2—2®>=22+1.
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e Cazul 1: k < 49.
Din relatia anterioara, pentru k < 49 diferenta dintre doua patrate consecutive este cel
mult 99 < 100. Asadar nu poate exista un bloc de 100 numere consecutive fara patrat
perfect intre 02 si 492. Cum 492 = 2401 € Sy, fiecare dintre multimile Sy, Sy, ..., Say
contine cel putin un patrat perfect.

o Cazul 2: k > 50.
Din relatia anterioara, pentru k& > 50 diferenta dintre doua patrate consecutive este cel
putin 101 > 100. Asadar, in acest caz, doua patrate consecutive sunt la distanta mai
mare decat 100, adica mai mare decat lungimea unui interval S;. Deoarece 49?2 € So4
si 50% € Sy, rezultd ci de la Sys Incolo doud pitrate perfecte nu pot apartine aceleiasi
multimi S;, deci fiecare S;, © > 25, contine cel mult un patrat perfect. Cum

3162 < 100000 < 3172,

exista 316 — 50 + 1 = 267 astfel de patrate, iar fiecare determina o multime diferita .S;
care contine un patrat perfect.

In total, numarul multimilor care contin cel putin un patrat perfect este:

25 4+ 267 = 292.
Cum exista 1000 multimi Sp, St, . . ., Sggg, numarul celor care nu contin niciun patrat perfect
este:
1000 — 292 = | 708 .
Raspuns corect: |[T08 | ... ... op
m
Problema 9

In trapezul ABCD cu BC' || AD, se dau BC = 170 si AD = 340. Fie ZA = 37°, /D = 53°,
iar M si N sunt mijloacele segmentelor BC| respectiv AD. Determinati lungimea segmentului
MN.

Demonstratie. Notam cu V' punctul de intersectie al dreptelor AB si C'D. Deoarece
LA+ ZD = 37° 4 53° =90°,

rezulta ca triunghiurile VAD si V BC sunt dreptunghice in V.

Cum BC || AD si
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rezulta ca BC' este linie mijlocie in triunghiul VAD. Prin urmare, punctele B si C sunt
mijloacele segmentelor V' A, respectiv V. D. In triunghiul dreptunghic VAD, N este mijlocul

ipotenuzei, deci

VN:NA:ND:A2D:170.

Notam cu M; punctul de intersectie al segmentelor VN si BC. Vom arata ca M; = M. Deoarece
B este mijlocul lui VA si BM; || AN, rezultd c& BM; este linie mijlocie in triunghiul VAN,

deci AN
BM1 - 7

In mod analog, deoarece C' este mijlocul lui VD si CM; || DN, rezulta ci CM; este linie

mijlocie in triunghiul VDN, deci
DN
CMl - T

Dar AN = DN, de unde BM; = C M, astfel M; este mijlocul segmentului BC, adica M; = M.
Prin urmare, punctele V, M, N sunt coliniare si

MN =VN —-VM.

In triunghiul dreptunghic VBC, M este mijlocul ipotenuzei, deci
B
VM = BC = 85.
2
Astfel:

MN =170 — 85 = 85|

RaAspuns corect: |80 | ... .. op

Problema 10

Pe fiecare dintre laturile unui triunghi se considera cate n puncte distincte, diferite de
varfurile triunghiului si se noteaza cu x,, numarul triunghiurilor cu varfurile printre cele 3n
puncte. Determinati cel mai mic numar natural n pentru care x,, > 2026.

Demonstratie. Alegaind un varf de pe fiecare laturd, obtinem n? triunghiuri, iar daci alegem
nin—1

doua varfuri de pe o latura, in g feluri, iar cel de-al treilea varf din cele 2n puncte situate

pe celelalte doua laturi, vom obtine

-1
:vn:n3—|—3-n(n2)-2n:4n3—3n2.

Deoarece

rg =4-8 —3.8% = 2048 — 192 = 1856,
si

Tg=4-9>—3-9% =2916 — 243 = 2673,

iar 1856 < 2026 < 2673, deducem ca cel mai mic numar natural n pentru care x, > 2026 este
egal cu [9]

Raspuns corect: @ .................................................................... op
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Problema 11

Fie patratul ABCD. Construim pe rand rombul CDFE, cu punctele F si B situate de o
parte si de alta a dreptei C'D, iar apoi triunghiul echilateral FC'G, astfel incat punctele G
si ' sunt de o parte si de alta a dreptei C'F, iar punctele G si F sunt de aceeasi parte a
dreptei BC. Aflati masura unghiului format de dreptele DG si BE.

Demonstratie. Deoarece CB = CD = C'E = CG, putem considera cercul cu centrul in C' si
raza C'B. Astfel, punctele B, D, E si G sunt conciclice.

A B

Notam cu H punctul de intersectie al dreptelor DG si BE. Unghiul cerut este ZDHB sau
/ZBHG, n functie de care dintre ele este mai mic. Oricare dintre acestea este un unghi cu varful
in interiorul cercului, deci avem:

Observam ca _ _
DB = /DCB = 90°, EG = ZECG = 60°.

Prin urmare,

[0) (o] 1 [0)
g% —;60 _ 520 _[F

Raspuns corect: |75 | ... ... 5p

Problema 12

Se considera patru puncte A, B, C' si D situate in aceasta ordine pe un cerc de centru O,
cu ZAOD = 50° si BA = BC'. Notam cu M punctul de intersectie al dreptelor AD si BC,
cu C € (BM). Stiind ca AC = MC, aflati masura unghiului ABC.

Demonstratie. Din ZAOD = 50° rezulta ca AD = 50°.
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M

Deoarece AC' = MC, triunghiul CAM este isoscel, deci

LOMA = ZLCAM = 02D

In triunghiul AACM, unghiul ZACB este unghi exterior, deci
LACB =2-/ZCAM,

de unde rezulta:

—~ —~

AQB:Q-CQD <= AAB:2-CAD.

In triunghiul BAC avem BA = BC, deci
/ZBAC = /ZBCA,

ceea ce implica R R R
CB=AB=2-CD.

Din relatia

AB+ BC +CD + DA = 360°
obtinem:

2.CD+2-CD+CD+50°=360° «— CD = 62°.
In final, a R R
AC  AD+ DC  50°+62°
0D e

Cazul 2: In urma contestatiilor primite a reiesit ca mai exista o configuratie valabila,

LABC =

cea 1n care punctele B si C' sunt in interiorul arcului AD si in acest caz masura unghiului

LABC = . Vom considera corecte ambele variante de raspuns.
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Din ZAOD = 50° rezulta ca

AD = 50°.

Cum BA = BC, rezulta ca arcele corespunzatoare sunt egale, deci notam
AB=BC =1z = CD =50°— 2.
Deoarece AC' = MC, triunghiul ACM este isoscel, deci
LCOAM = LZCM A.

Dar,
CD  50°—2x
2 2

Pe de alta parte, ZC'M A este unghi exterior cercului determinat de secantele MC'B si MDA,
deci

LOAM = LCAD = = 25° — .

AB—CD  x—(50°—2z) 3z —50°
2 B 2 2
Egaland cele doua unghiuri, obtinem

LOMA =

32 — 50°
250—:1::‘7“"T e 100° = 5z <= x = 20°..

Asadar,
AB = BC =20° = AC = 40°.
Cum punctul B se afla pe arcul mic AC , unghiul nscris ZABC' subintinde arcul mare AC , deci

360° —40°

LABC = 160° |.

Raspuns corect: |56, 160 | .. ... op
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Problema 13

Aflati numarul perechilor de numere naturale (a, b) care verifica simultan relatiile

a—4vVb=1 respectiv \/b+4y/a=4.

Demonstratie. Avem:

—1
a—4\/5:1<:>a—4\/5:1<:>\/_:a4 € Q.
16 —b
Vb+4va=4 < b+4y/a=16 < \/EZTGQ.

Prin urmare, atit a cat si b sunt patrate perfecte. In plus, din b + 4,/a = 16 avem b < 16, deci
be{0,1,4,9,16}.
Verificam aceste valori:
o Pentru b = 0 rezultd /a = 4, deci a = 16, dar atunci \/a — 4Vb =16 =4 # 1.
o Pentru b = 1 rezulta /a = 145 ¢ N.
o Pentru b = 4 rezulta y/a = 3, deci a = 9, iar verificarea da:

Vo ab=Vi—T3-i-1,

deci conditiile sunt indeplinite.

« Pentru b =9 rezulta \/a = Z ¢ N.

o Pentru b = 16 rezulta \/a = 0, deci a = 0, dar atunci \/a — 4v/b = /=16 nu are sens.

Singura solutie este (a,b) = (9,4), deci numarul perechilor de numere naturale care verifica cele
doua ecuatii este .

RaAspuns corect: | 1| ... ..o op

Problema 14

Multimea A este formata din m numere intregi consecutive a caror suma este 2m, iar
multimea B este formata din 2m numere intregi consecutive a caror suma este m. Valoarea
absoluta a diferentei dintre cel mai mare element al multimii A si cel mai mare element al
multimii B este 99. Determinati m.

Demonstratie. Notam:
A={a+1l,a+2,...,a+m}, B={b+1,b+2,...,b+2m}.
Suma elementelor multimii A este:

m(m + 1)

= 2m.
2 m

SA:ma+
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Impaértind prin m obtinem:

1 3
a—i-m;——2<:>2a—|—m+l—4<:>a—2m. (1)

Suma elementelor multimii B este:

2m(2 1
Sy =omb 4 D
Impartind prin m obtinem:
2b+2m+1=1 <= b=—m. (2)

Cel mai mare element al multimii A este a + m, iar cel mai mare element al multimii B este
b+ 2m. Din conditie:

[(a4+m)—(b+2m)| =99 <= |b+m —a| =99. (3)
Inlocuim relatiile (1) si (2) in relatia (3) si obtinem:

3 3
—m+m—Tm =09 ’7”2‘=99 = |m— 3| = 198.

Cum m este un numar natural pozitiv, rezulta:

m-3=198 = m=|[201]

Raspuns corect: | 201 | ... ... ... 5p

Problema 15

Fie patratul ABCD si un punct P € (BC) astfel incat AP = 4. Notam cu By, Cy si Dy
picioarele perpendicularelor duse din B, C| respectiv D pe dreapta AP. Stiind ca

BBl + CCl + DD1 = 6,

determinati aria triunghiului APD.

Demonstratie. Construim perpendiculara din C' pe dreapta DD, si notam cu Cs piciorul acesteia,
CCQ 1 DDl,CQ € DD1
D C
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Cum BB; 1 AP si DD, L AP, rezulta BB, || DD;. Atunci unghiurile ZABB; si ZCDCy
sunt congruente fiind 2 unghiuri ascutitunghice cu laturile paralele. Rezulta ca triunghiurile
dreptunghice AABB; si ACDCy sunt congruente (cazul 1U), deci

BB, = DCs.

Mai departe, deoarece CCy | DDy si DDy L AP, obtinem CCy || AP. De asemenea, CCy; L AP
si DDy L AP, deci CC4 || DD;. Prin urmare, patrulaterul CCyD;C este un dreptunghi, deci

CyDy = CCY.
Atunci folosind relatiile de mai sus obtinem
BB, +CCi+ DDy =6 <= DCy+CyDy+ DDy =6 <=
2DDy =6 < DD; =3
Aria triunghiului APD este:

AP-DD, 4-3
Aparp = 5 - = 5 =6]

Raspuns corect: @ .................................................................... 5p

Problema 16

Pentru cate valori ale lui n € N*\ {1}, numarul

1 1 1
1+v2 V243 vVn—14+/n

este element al multimii

a

A:{xER

|lz| < /11 — 6\/5}?

Demonstratie. Rationalizam termenul general al sumei:

1 B VE+1-Vk o
VE+VE+T  (WVE+1+VEWE+1—-VE) E+1- vk

Prin urmare, suma devine:

a=WV2-D)+WV3-V2)+ -+ (n—vn—1)=yn—1

Observam ca

11-6V2=(3-v2)? = 1l-6V2=3-V2
Pentru n € N*\ {1} avem n > 2, deci /n — 1 > 0 si conditia a € A devine

Wn—1<3-V2 <= Vn—1<3-V2 < Vn<4—V2.
Ridicdnd la patrat (ambele parti sunt pozitive),
n<(4-v2)?2=16+2-8V2=18 - 8V2.
Cum 6 < 18 — 82 < 7, rezulta n < 6. Tmpreuné cu n > 2 obtinem
n € {2,3,4,5,6}.

Prin urmare, numarul valorilor lui n este .
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RaASpUNS COrect: | 5| ... o5p

O
Problemele 1-16: ... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: .......... ... .. 20p
Total: . 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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