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§1 Solutii

Problema 1

Aflati cite perechi de numere intregi (z,y) verifica ecuatia

2(22 +9?) + o +y = 5y,

Demonstratie. Vom rescrie ecuatia ca diferenta de patrate.
2(x2+y2> +x+y=dxy

222 4+ & — Say 4+ 2y* +y = 0.
202 + (1 —5y) +2° +y =0 /-8
1622 + 2 -4z - (1 — 5y) + (1 — 5y)® — (1 — 5y)* + 16y* + 8y = 0.
(42 + 1 — 5y)? — 1+ 10y — 25¢y* + 16y* 4+ 8y = 0.
(4z +1—5y)* —9y* + 18y — 1 = 0.
(4z +1—5y)* — (3y — 3)* = -8.
(4dr —5y+1+3y—3)(4r —5y+1—-3y+3) = -8.
(dr —2y —2)(4x — 8y +4)=-8 /:8.
2x—y—1)(r—2y+1)=—1.

Sunt doua cazuri de analizat.

] {2x—y—1—1 . {2x—y—2 . {y—2x—2 N

r—2y+1=-1 r—2y=—2 r—202x—2)=-2

2, y=2.
2 —y—1=-1 2 —y =0 =9

. Tty N Ty — Y v = =0, y=0.
r—2y+1=1 r—2y=0 x—2(22)=0

Perechile de numere intregi care verifica ecuatia sunt

(z,y) € {(0,0),(2,2)},

prin urmare, numarul perechilor este egal cu .
RaASPUNS COreCt: | 2| .. o op

Problema 2

Pentru céate valori ale numarului natural prim p, numarul 2p + 1 este cub perfect?

Demonstratie. Presupunem ca
2p+ 1=k,

unde k£ € N. Atunci
=k —1=(-1)(F+k+1).
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Observam ca
k—1<k®+k+1 pentru orice k > 2.

Cum p este numar prim si k% + k + 1 este numar impar, rezultd ci numarul k& — 1 este 2, adici

k=3si
B4+ k+1=13,

de unde
2p =26 <— p=13.

Prin urmare, singurul numar prim pentru care 2p + 1 este cub perfect este
p=13.

Numirul valorilor lui p este egal cu [1].
Raspuns corect: | 1| ... ... 5p

Problema 3
Care este cel mai mare numar de drepte determinate de varfurile unui cub, astfel incat
oricare doua dintre ele sa nu se intersecteze?

Demonstratie. Consideram un cub si notam varfurile sale. Observam ca orice dreapta deter-
minata de doua varfuri ale cubului este fie o muchie, fie o diagonala de fata, fie o diagonala a
cubului. Pentru ca doua drepte sa nu se intersecteze, ele nu trebuie sa aiba niciun punct comun
si nici sa fie coplanare cu punct de intersectie in interiorul cubului. Alegem patru drepte, fiecare
fiind o diagonala a unei fete a cubului, astfel incat aceste fete sa fie distincte si sa nu aiba muchii
comune. In acest mod, cele patru drepte nu se intersecteazi doud cate doud. Aritdm ci nu se
pot alege mai mult de patru astfel de drepte. Intr-adevir, orice a cincea dreaptd determinats de
varfurile cubului va intersecta cel putin una dintre cele patru alese anterior, deoarece va avea un
varf comun sau va fi situata Intr-un plan care determina un punct de intersectie. Prin urmare,
numarul maxim de drepte determinate de varfurile unui cub, doua cate doua neintersectate,

este .

RaASpUNS corect: |4 | ... op

Problema 4
Sa se determine valoarea absoluta a numarului a € R pentru care ecuatia

2026 - |z — 2|+ (x —2)° = a + 4

are exact o solutie reala.

Demonstratie. Notam
t=x—2.

Ecuatia devine
2026 [t| +1* = a + 4.

Observam ca daca t este solutie, atunci si —t este solutie, deoarece

—tl =1t si (—t)"=¢"
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Prin urmare, pentru ca ecuatia sa aiba o singura solutie reala, trebuie ca ele sa coincida, adica
t = 0. In acest caz, obtinem
2026 -0+ 0° = a + 4,

de unde
a+4=0 <= a=-4
Ecuatia data are exact o solutie reala daca si numai daca a = —4, deci valoarea absoluta a
numarului a este .
RaAspuUnSs corect: |4 | ... op
O
Problema 5

Se dau numerele prime a si b. Sa se determine suma acestor numere stiind ca ele verifica

inegalitatea
2

2
16 - 4% + — < 2o%P,
+64_

Demonstratie. Observam ca

i

16 - 4% = 2% . 920 — 92a+4 i
’ 64 26

Astfel, inegalitatea devine
22a+4 4 22b—6 < 2a+b.

Aplicam inegalitatea dintre mediile aritmetica si geometrica:
22a+4 + 22b76 > 924/92a+4 . 920—6 — 9. 2a+b71 — 2a+b'

Prin urmare, avem
22a+4 4 22b—6 > 2(l+b
Comparand cu inegalitatea data, rezulta ca are loc egalitatea in inegalitatea mediilor, deci
92a+4 _ 92b—6
De aici obtinem
20+4=2b—6 <= b=a+5.

Observam ca, pentru orice numar prim impar ¢ > 3, numarul a + 5 este par, deci nu poate fi
prim. Prin urmare, singura posibilitate este ca a = 2. Atunci b = a + 5 = 7, care este numar
prim. Suma celor doua numere este a +b=2+7 = @

Raspuns corect: @ .................................................................... o5p
O
Problema 6
Fie

n=(10+1) (10 +1) (10" + 1) (10° + 1) (10 + 1).

Aflati suma cifrelor numarului n.
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Demonstratie. Tnmul‘gim pencul0—-1=09:
9n =n (10 — 1) = (10 — 1) (10 + 1) (10* + 1) (10* + 1) (10* + 1) (10" + 1).

Grupam factorii astfel
(10— 1) (10 +1) = 10> — 1,

dec
- 9n = (10> = 1) (10* + 1) (10" + 1) (10% + 1) (10 + 1) .
Dar
(102 =1) (10 +1) = 10" — 1,
asadar

on = (10" = 1) (10" + 1) (10%+ 1) (10 + 1) .
Continuand la fel,
(10" =1) (10" +1) = 10° — 1,

(10% = 1) (10° + 1) = 10" — 1,

(1016 - 1) (1016 + 1) = 10%2 — 1.

Prin urmare,

10%2 — 1
In=102-1 — n=—(5—
32 1
Numarul —9 este
11...1,
———
32 cifre

deci suma cifrelor lui n este

Raspuns corect: |32 ... ... . 5p

Problema 7

Determinati care este numarul perechilor de numere reale (z,y), care sunt solutii ale
sistemului

2% (42 4+ 9) = 6y.

{x2025 198+ 3y% — 18y = 0,

Demonstratie. Rescriem prima ecuatie:
220% 4 3% — 18y + 28 = 0.

Observam ca
3y — 18y + 27 =3 (y — 3)°,

deci
332025—1—1—1-3@—3)2 =0.

Cum
3 (y - 3>2 Z 07
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rezulta
229 41 <0 <= 220 < 1 <= r < —1.

Din a doua ecuatie avem
22026 (yQ + 9) = 6y.

Observam ca
y>+9 >0 pentru orice y € R,

deci putem scrie

2026 _ 6y _
y2+9
Stim ca
Oy <1 entru orice y € R
e y ER,

de unde rezulta
l‘2026 S 1.

Cum 2% > 0, obtinem
0<a2?™ <1 = |z7|<1.

Dinz < -1 si |z| <1rezulta z = —1.
Inlocuim # = —1 in a doua ecuatie:
(1) (42 +9) =6y = ¥ +9=0y,
adica
P —6y+9=0 <= (y—37°=0.

Rezulta y = 3. Numarul perechilor de numere reale care sunt solutii ale sistemului este .
RaAsSpUNS corect: | 1| ..o op

Problema 8

Se considera expresia
a® b 16ab
E(a,b) = =+ =+ ——,
b2 a2 a?+b?
unde a si b sunt numere reale strict pozitive. Determinati cel mai mare numar real n pentru
care inegalitatea E(a,b) > n are loc, oricare ar fi numerele reale strict pozitive a si b.

Demonstratie. Inegalitatea din enunt este echivalenta cu

a? b 16ab

02 a? a4 b T

b\’ 16ab
(a—> Fog 20 o

n

b a a? + b2 —

b\®>  16ab
(“—) b 8> —10

b «a a? + b?

a b\° 16ab— 8a? — 8b?
- ——] + >n—10

b a a? + b2
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(a2 _ b2)2 (a _ b)2
T Y ayp =l
(a —b)*(a+ b)? (a —b)?
_8. >
212 =" 10

(a+0b)? 8
(“_b>2< 2 arr) 2"
o (a+0)?(a*+b*) — 8a*b?
(@ —b)” - R ) >n—10

Cum
(a+b)?>4ab si a*+b* > 2ab,

rezulta
(a+b)*(a* +b*) > 8a°b?,

de unde membrul stang este nenegativ, deci

n—10<0 = n <10.

Pentru a = b se obtine egalitate, astfel ca cel mai mare numar real care verifica inegalitatea este

10}

Raspuns corect: |10 ...... ... 5p

Problema 9

Se considera patratul ABCD, AB = 10, AC N BD = {O} si E un punct in exteriorul
planului (ABC). Proiectia punctului £ pe planul (ABCD) este punctul M, care se afla in
interiorul diagonalei AC, M # O. Se stie ca

AE L CE, /ZEBD =2/CAE.

Lungimea segmentului DM este egala cu a. Care este valoarea patratului numarului a?

Demonstratie.

A B

1. Determinarea lui EO. Din AE 1 C'E rezulta ca triunghiul AEC este dreptunghic in F,
deci AC este ipotenuza lui. Intr-un patrat cu latura 10, diagonala este AC' = 10v/2. Cum O
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este intersectia diagonalelor, rezulta ca O este mijlocul lui AC, adica AO = CO = - Intr-un

triunghi dreptunghic, mijlocul ipotenuzei este egal departat de cele trei varfuri, deci

EO:AO=00=AQC:102\/525\/§.

In plus, deoarece diagonalele patratului sunt egale, avem si

BD = AC = 10v/2 <+ OB:OD:BQD:5\/§.

Prin urmare,

OF = OB.
2. Unghiul ZEBO. Vom arata ca EO L BD. Deoarece EM 1 (ABCD), rezulta ca EM
este perpendiculara pe orice dreapta din planul (ABCD), in particular pe BD, deci

EM 1 BD.

Intr-un patrat, diagonalele sunt perpendiculare, adici MO L BD. Cum atat EM, cat si MO
sunt perpendiculare pe BD, rezulta ca BD 1 (EMO), deci

EO 1 BO,

deci triunghiul FOB este dreptunghic in O. Dar am aratat ca OF = OB, asadar triunghiul
dreptunghic FOB este isoscel, deci
/ZEBO = 45°.

Din ipoteza ZEBD = 2/CAFE obtinem

2/CAE =45° <= LCAE =22°30"

AC
3. Unghiul ZEOC'. Din AO = EO (ambele egale cu 7) rezulta ca triunghiul AAOFE este

isoscel, deci

LOAE = ZOFEA.

Prin urmare,

LAOE = 180° — 2ZCAE.

Cum A, O, C sunt coliniare si semidreptele (OA si (OC sunt opuse, rezulta ca
/EOC =180° — ZEOA.

/EOC = 180° — (180° — 2/CAE) = 2/CAE.

Cum 2/ZCAFE = 45°, obtinem
LEOC = 45°.

4. Determinarea lui OM si a lui DM. Cum EM L (ABCD) si OM C (ABCD), obtinem
EM 1L OM,

adica triunghiul AEOM este dreptunghic in M. Cum ZEOM = 45°, rezulta ca triunghiul
AFEOM este dreptunghic isoscel, deci

OM:EM:E—O:S—\/?:&

V2 V2
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Triunghiul ADOM este dreptunghic in O, iar
BD
PO== =5v2
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ADOM , obtinem

a* = DM? = DO + OM? = (5v2)" + 5° = 50 + 25 = [75]

Raspuns corect: |75 | ... .. 5p

Problema 10

In cubul ABCDA'B'C'D’, cu AB =6 cm, se considers punctul M, mijlocul segmentului
a

AB. Aria sectiunii determinata de planul (DMC") in cub este numarul rational 5 b +# 0,

a, b € N, (a,b) = 1. Determinati valoarea sumei a + b.

Demonstratie.

D' (03

1. Determinarea sectiunii. In planul bazei (ABCD), notaim {N} = DM N BC.
Cum DM C (DMC"), rezulta ca N € (DMC"). Cum BC C (BCC"), rezulta ca N € (BCC").
Asadar, dreapta NC" este intersectia celor doua plane:

NC' = (DMC') 0 (BCC").

Notam {P} = NC'" N BB’. Prin urmare, sectiunea planului (DMC") cu cubul este patrulaterul
DMPC".
2. Pozitia punctelor N si P.

o Determinarea lui N. Deoarece AD || BC, rezulta ca triunghiurile dreptunghice ADAM
si ANBM sunt asemenea. Atunci,

AD AM

Cum BC = 6, iar N se afla pe prelungirea lui BC' dincolo de B, obtinem

CN=BC+ BN =6+6=12.
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o Determinarea lui P. Deoarece BC' || B'C’, rezulta ca triunghiurile dreptunghice AN BP
si AC'B’P sunt asemenea. Atunci,

PB  NB
PB C'B
deci P este mijlocul lui BB'.

BB

=1 = BP=PB = =3

3. Aria triunghiului DM P. In triunghiul dreptunghic ADM, aplicim teorema lui Pitagora:
DM? = AD* + AM? =6 +32 =45 <= DM =35,
Notam cu H piciorul perpendicularei din B pe DM.

PB 1 (ABCD),
BH 1L DM,He DM $ 25 pH | DM.
BH, DM C (ABCD)

Calculam BH din aria triunghiului BDM:
BM-AD 3.6

ABDM 2 2
Dar
DM -BH
SaBpM = 5
de unde 18 6
BH = —=—.
3vs V5
In triunghiul dreptunghic PBH, aplicim teorema lui Pitagora
36 81 9
PH*=PB*+BH*=9+ —=— <= PH=-"_.
+ === 7
Astfel,
9
DM - PH 3V5- N
Sapmp = 7 = 9 =5

4. Aria triunghiului DPC’. Fata DCC'D’ este un patrat de latura 6, iar DC" este diagonala
sa si atunci DC" = 6v/2. Proiectia lui P pe fata DCC'D’ este punctul @, mijlocul lui C'C".
Notam cu R piciorul perpendicularei din @ pe DC".

PQ L (DCC'D),
QR 1L DC'.Re DC' %\ BX pRr 1 DC'.
QR, DC' C (DCC'D')

In patratul DCC'D’, diagonala face un unghi de 45° cu laturile, prin urmare in triunghiul
dreptunghic isoscel QRC" obtinem

QC’ 3
R=—"F+=—.
@ V2 V2
In triunghiul dreptunghic PQR aplicim teorema lui Pitagora si obtinem:
9 81 9
PR? = PQ? 2 = —=— PR =—.
R Q"+ QR =36+ 5= 3 — PR 73
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Prin urmare,

6v/2 -

Sl

DC"- PR
S, )= = = 27.
ADPC 9 2
5. Aria sectiunii.
27 81
Spympcr = Sapmp + Sappcr = 5 T 27 = 5
Valoarea sumei a + b este egala cu 81 + 2 = .
Raspuns corect: |83 | ... ... 5p
O
Problema 11
Cate solutii reale are ecuatia
2
2z° 4+ 2z 4 2 Ep— 99
x2 41
Am notat cu [t] partea Intreagd a numarului ¢.
Demonstratie. Observam ca
20> +2x+2 2@ +1)+2zx L2
2+1 22+l T 2+ 1
Deoarece 2 este intreg, rezulta
222 4+ 27 + 2 2z 2z
wieaad) [, 2, 02
x?2+1 x?2+1 2 +1
Ecuatia devine
24 [ 27 | =502
- — xr —
7?2 +1 ’
adica 5
x
———| =5z — 4.
[xQ + 1} ’
Mai Intai, estimam fractia:
9 9 2x
(=120 <= 2°+12>2212 <= ——<1,
x4+ 1
9 9 2z
(+1)°20 <= 2°+12>-2r = - > —1
e +1
Prin urmare,
2z
¢+ 1
deci 5
x
€{-1,0,1}.
{xQ + 1] { }
Astfel, trebuie sa avem 5z — 4 € {—1,0,1}, ceea ce conduce la cazurile:
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2 4
[ﬁ] = 0. Atunci 5z — 4 = 0, deci x = —. Verificare:
x4+ 1 5
8 8
2x 5 5 40
l‘2+1 E—i—l 41 416(’%
25 2

4
deci x = = este solutie.

2
[ v ] = 1. Atunci 5z — 4 =1, deci x = 1. Verificare:
2 +1
2z 2
= — = 1,
r2+1 2
deci x = 1 este solutie.
2
. [a:] = —1. Atunci bx — 4 = —1, deci z = § Verificare:
241 5
6 6
2z 5 5 15
2+l 0 31 = 17 € (0 1)
Z 41 2=
25 25
: . y 3 :
deci partea Intreaga este 0, nu —1, asadar x = £ o este solutie.

4
Prin urmare, multimea solutiilor este S = {5, 1} , iar numarul solutiilor este .

Raspuns corect: | 2| ... ... 5p

Problema 12

Numerele reale a si b, a < b sunt solutii ale ecuatiei

N2 8
T 2:<b—> °

Care este valoarea expresiei 3b — 2a?

Demonstratie. a <b = a—b<0 = a—b—2<0 = |a—b—2| =b—a+ 2. Atundi,

1 2
|a—b—2\—a2:<b—6) —1—2 =

1 2
b—a+2—a2:(b—> + 8

6 3
4b 25
2 V——+—=0
a”+a+ 3+36
1 4 4
2 4P - —+-=0 =
@ +a+t o+ 519
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) -3

1
a 2$1

Valoarea expresiei 3b — 2a este egala cu .
RaAspuns corect: |3 ... op

Problema 13
Care este cea mai mare valoarea a numarului natural n pentru care exista exact o suta de

n
numere naturale nenule k cu proprietatea: 2 < T < 107

Demonstratie. Notam cu [x] partea intreaga a numarului real z, adicd cel mai mare numar
intreg mai mic sau egal cu x. De asemenea, notam cu [x] cel mai mic numar intreg mai mare
sau egal cu x.

Inegalitatea
n
2< - <10
=z =
este echivalenta cu
n n
— < k<=
10— — 2

Numarul de valori naturale nenule % care satisfac conditia este

n n
N=|-|—-|=|+1L
{2} {10] *
Conditia problemei devine

N =100 < ["}—{”]:99.

2 10
Scriem
n = 10q +r, re{0,1,...,9}.
Atunci
5= [P =50 [3)
2l T T2 T e
iar

Vﬂ_ q, r=0,
101 |g+1, r>1.

5q —q =99 = 4q = 99,

Daca r = 0, atunci

ceea ce este imposibil. Pentru r > 1 obtinem

r

5
o+ |3

|- @+1) =99 = 49+ [7] =100

Prin urmare, 100 — B} trebuie sa fie divizibil cu 4. Cum B} € {0,1,2,3,4}, rezulta ca

B} € {0,4}. Analizam urmatoarele cazuri
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o Cazul 1: [;] = 0. Atunci r = 1 si

4q =100 = ¢ = 25,

de unde
n=10-25+1=251.

o Cazul 2: [2] = 4. Atunci r € {8,9} si

4qg =96 = q = 24,

de unde
n € {248,249}.

Prin urmare, cea mai mare valoare posibila este 251 |.
Raspuns corect: | 251 | ... ... 5p

Problema 14
Pe latura BC' a triunghiului ABC se considera punctele D si E astfel incat

BD =FEC=2-DE.

Fie M mijlocul segmentului AD, BM N AE = {P}, CM N AE = {Q}. Se construiesc RM
si T'D perpendiculare pe planul (ABC'), de aceeasi parte a acestuia, astfel incét

TD=2-RM.

Raportul dintre aria triunghiului PR@ si aria triunghiului ET A are valoarea %, unde a,
be N* (a,b) =1. Aflati a - b.

Demonstratie. Notam DE = x. Atunci
BD = EC =2z, CD=DFE + EC = 3z, BE =BD + DE = 3z,

deci
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I. Determinam raportul ——. Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiul ADE pentru
transversala MQC (punctele M € AD, Q € AE, C € DE). Obtinem:

AM CD EQ 1
MD CE QA
. : AM . CD 3 ,
Cum M este mijlocul lui AD, avem VD~ 1, iar B 3 deci
3 EQ EQ 2
ks == -z
2 QA — QA 3
Notam FQ = 2y si QA = 3y. Atunci,
AE = AQ + QF = 3y + 2y = by. (1)

Aplicdm acum teorema lui Menelaus in triunghiul ADFE pentru transversala BM P (punctele
Be DE, M € AD, P € AF). Rezulta:

AP BE DM _
PE BD MA
DM BE 3
DarMAzlsiB——Q,deci
AP 3_1 . AP 2 . AP 2 2
PE 2 PE 3 AE 243 5
Din (1) rezulta:
2AE 2
AP:5:55y—2y. (@)

Din (2) rezulta:
PQ=AQ - AP =3y -2y =y,
deci PQ )
Y
S-r_C 3
AE b5y 5
II. Determinam raportul distantelor la dreapta AFE. Fie G piciorul perpendicularei
din D pe AE si F piciorul perpendicularei din M pe AE, adica DG 1. AE si MF 1. AE. In
triunghiul dreptunghic ADG, punctul M este mijlocul lui AD, iar M F' || DG (ambele sunt
perpendiculare pe AE), deci M F este linie mijlocie. Prin urmare,

MF 1

=, 4

DG 2 )
Din enunt avem 7'D = 2 - RM, deci

RM 1 (5)

TD 2

Distanta de la R la dreapta AE este ipotenuza triunghiului dreptunghic cu catetele RM si M F,
iar distanta de la T la dreapta AE este ipotenuza triunghiului dreptunghic cu catetele T'D si
DG@G. Din (4) si (5) rezulta ca aceste doua triunghiuri sunt asemenea, deci

d(R,AE) 1

d(T,AE) ~ 2 (6)
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ITI. Raportul ariilor. Triunghiurile PR(Q si ET' A au bazele pe aceeasi dreapta AE: baza lui
PRQ) este PQ, iar baza lui ETA este AE. Prin urmare,

[PRQ] PQ d(R,AE)
[ETA] ~ AE d(T,AE)

Folosind (3) si (6), obtinem:

[PRQ] 1 1 1
[ETA] 5 2 10
Asadar, a_ —, deci
’ b 0
a-b=10.
Raspuns corect: |10 ... ... .. 5p

Problema 15

Se considera multimea A = {1,2,...,2026}. Care este numarul maxim de submultimi ale
lui A ce pot fi alese, astfel incat intersectia oricaror doua submultimi distincte sa aiba exact
2024 elemente?

Demonstratie. Fie X si Y doua submultimi ale lui A = {1,2,...,2026} cu proprietatea ca
X NY|=2024. Cum | X NY| < |X]|, rezulta ca fiecare submultime aleasa are cardinalul cel
putin 2024.

o Daca una dintre submultimi are cardinalul 2024, atunci din multimea A lipsesc exact
doua elemente, fie acestea u si v. In plus, pentru oricare altd submultime aleasi pe care o
notam cu Y, cum | X NY| = 2024 = | X|, inseamna ca X este o submultime proprie a lui
Y. Atunci, oricare Y care 1l contine pe X poate fi numai una dintre multimile:

X, XU{u}, XU{v}, XU{uv}=A
Prin urmare, in acest caz putem alege cel mult 4 submultimi.

e Daca una dintre submultimi este chiar multimea A, atunci, pentru orice alta submultime
X cu proprietatea ceruta, X # A, avem |[AN X| = |X| = 2024, deci toate celelalte
submultimi ar avea exact 2024 elemente. Dar doua submultimi distincte cu cate 2024
elemente nu pot avea intersectia de 2024 elemente (altfel ar fi una inclusa in cealalta, deci
ar fi egale), asadar, numarul maxim de submultimi ar fi 2.

e Am demonstrat ca, In situatia in care selectam o submultime de 2024 elemente sau una
de 2026 elemente, numarul maxim de submultimi care verifica cerinta este mic. Este
evident ca nu putem alege submultimi de cardinal mai mic decat 2024. Putem alege toate
submultimile de cardinal 2025 si acestea verifica conditia problemei. Orice submultime de
cardinal 2025 este de forma A \ {a}, unde a € A. Adica, oricare ar fi X si Y de cardinal
2025, acestea difera prin exact un element si intersectia lor are 2024 elemente. Pentru a
obtine submultimile de cardinal 2025 eliminam, pe rand, cate un element din multimea A,
iar acest lucru se poate face in 2026 de moduri.

Prin urmare, numarul maxim de submultimi ale lui A ce pot fi alese, astfel incat intersectia
oricaror doua submultimi distincte sa aiba exact 2024 elemente este | 2026 |.

Raspuns corect: [2026 | . ... op
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Problema 16

Care este suma numerelor naturale de doua cifre ab, care verifica relatia

ab - ba = 18(a + b)*?

Demonstratie. Scriem relatia folosind cifrele a si b:
(10a + b)(10b + a) = 18(a + b)*.
Dezvoltand, obtinem:
100ab + 10a* + 10b* + ab = 18(a® + 2ab + b%),

adica;:
101ab + 10a? + 106 = 184 + 36ab + 18b°.

Mutand termenii, rezulta:
65ab = 8(a” + b?).

Deoarece (65,8) = 1, rezulta ca
a® 4 b* este multiplu de 65 si  ab este multiplu de 8.

Cum a si b sunt cifre, avem
a® 4+ b* < 9% 4 9% = 162,

iar multiplii lui 65 mai mici sau egali cu 162 sunt 65 si 130. Dar egalitatea a? 4 * = 130 nu
este posibila pentru cifre, deoarece suma patratelor a doua cifre nu poate fi 130. Prin urmare,

a*+b* =65
are urmatoarele solutii in cifre:
(a,b) € {(1,8),(8,1),(4,7),(7,4)}.
Verificam acum a doua conditie, anume ca ab trebuie sa fie multiplu de 8.

« Pentru (a,b) = (1,8) sau (8, 1) obtinem ab = 8, care este multiplu de 8, deci aceste valori
sunt admise.

« Pentru (a,b) = (4,7) sau (7,4) avem ab = 28, care nu este multiplu de 8, deci aceste valori
nu verifica conditia impusa de relatia initiala.

Prin urmare, singurele solutii sunt

Suma numerelor naturale de doua cifre ab este egala cu 18 + 81 = .

Raspuns corect: |99 | .. ... op

O
Problemele 1-16: ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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