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§1

Solutii

Problema 1

Un numar de 7 cifre abcde fg se numeste echilibrat daca are proprietatile:

a) Care este cel mai mic numar echilibrat? Dar cel mai mare?

b) Cate astfel de numere exista?

o Cifrele a,b,c,d, e, f, g sunt distincte si nenule;

e a>b>c<d<e< f<y.

Demonstratie.

a)

Cel mai mic numar echilibrat este format din cele mai mici 7 cifre nenule in care cifra ¢
este cea mai mica, deci este 3214567. Cel mai mare numar echilibrat are cea mai mare
valoare pe pozitia lui a, urmatoarea cea mai mare posibila pe pozitia lui b, cifra ¢ este cea
mai mica dintre toate cele 7 cifre ale numarului, iar urmatoarele 4 sunt ordonate crescator.
Prin urmare, cel mai mare numar echilibrat este 9834567.

Dorim sa formam un astfel de numar folosind 7 cifre distincte din multimea
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Mai intai alegem cele 7 cifre care vor aparea In numar. Este mai usor sa numaram cate
perechi de cifre eliminam din cele 9 cifre nenule.

Prima cifra eliminata poate fi aleasa in 9 moduri, iar a doua in 8 moduri. Obtinem
astfel 9 - 8 alegeri. Dar fiecare pereche de cifre a fost numarata de doua ori, deoarece
ordinea nu conteaza. De exemplu, perechea (2,5) este aceeasi cu perechea (5,2). Prin
urmare, numarul de moduri 1n care eliminam doua cifre este

0.5 _

36.
2

Deci exista 36 moduri de a alege cele 7 cifre ale numarului.

Fixam un astfel de grup de 7 cifre distincte. Deoarece ele trebuie sa satisfaca relatia
a>b>c<d<e< f<uy,

rezulta ca cifra c trebuie sa fie mai mica decat toate celelalte sase cifre. Asadar, c este
cea mai mica dintre cele 7 cifre alese. Dupa ce am asezat cea mai mica cifra pe pozitia
¢, raman 6 cifre mai mari decat ea. Dintre acestea alegem care doua vor sta in pozitiile
a si b, adica trebuie sa aflam in cate moduri putem alege doua cifre din cele 6 care au
ramas. La fel ca mai sus, o cifra poate fi aleasa in 6 moduri, a doua in 5, fiecare pereche

6-5
se numara astfel de doua ori, deci rezultatul este —— = 15. Celelalte patru cifre ramase

se asaza apoi in mod unic pe porzitiile d, e, f, g, In ordine strict crescatoare. Prin urmare,
numarul total de numere cerute este 36 - 15 = 540.

Barem:

e a) Scrie corect cel mai mic numar echilibrat ... ....... .. .. 1p
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o Scrie corect cel mai mare numar echilibrat ... ... ... . 1p

e b) Determina numarul de moduri de a alege cele 7 cifre dintre cele 9 cifre nenule ... ... 2p

e Observa ca cifra ¢ este cea mai mica dintre cele 7 cifre alese si alege corect cifrele de

pe pozitiile @ S1 D ... oo 2p
e Determina numarul total de numere echilibrate ... ....... ... ... ... .. L. 1p

O
Problema 2

Sa se demonstreze ca dintre oricare 10 numere naturale consecutive mai mari sau egale cu
2, exista cel putin unul care are toti divizorii primi mai mari sau egali cu 11.

Marius Miinea

Demonstratie. Consideram 10 numere naturale consecutive.

« Dintre oricare 6 numere consecutive, exact 2 nu sunt divizibile nici cu 2, nici cu 3. Prin
urmare, dintre 10 numere consecutive exista cel putin 3 numere care nu sunt divizibile nici
cu 2, nici cu 3. Le notam a < b < ¢. Atunci a, b, ¢ sunt toate impare si nu sunt divizibile
cu 3.

o« Aritdm ci dintre ele cel mult unul este divizibil cu 5. Intr-adevir, daci doud dintre ele ar
fi divizibile cu 5, atunci diferenta lor ar fi multiplu de 5. Dar diferenta a doua numere
impare este para, deci ar fi multiplu de 10. Cum toate trei se afla intr-un interval de
lungime 9, acest lucru este imposibil. Deci cel mult unul dintre a, b, ¢ este divizibil cu 5.

« Analog, dintre a, b, ¢ cel mult unul este divizibil cu 7. Intr-adevar, daca doua dintre ele ar
fi divizibile cu 7, atunci diferenta lor ar fi multiplu de 7. Fiind diferenta a doua numere
impare, ea ar fi para, deci cel putin 14, imposibil intr-un interval de lungime 9.

Rezulta ca dintre cele trei numere a, b, ¢, cel mult unul este divizibil cu 5 si cel mult unul este
divizibil cu 7. Prin urmare, cel putin unul dintre ele nu este divizibil nici cu 2, nici cu 3, nici cu
5, nici cu 7. Deci exista cel putin un numar dintre cele 10 care are toti divizorii primi mai mari
sau egali cu 11.

Barem:

o Observa ca dintre oricare 6 numere consecutive, exact doua nu sunt divizibile nici cu

2, MCT CU 3 oot 2p
o Concluzioneaza ca dintre cele 10 numere consecutive exista cel putin 3 numere care

nu sunt divizibile nici cu 2, nici cu 3 ... .. 2p
o Demonstreaza ca dintre aceste 3 numere cel mult unul este divizibil cu 5 ... ...... ... 1p
e Demonstreaza ca dintre aceste 3 numere cel mult unul este divizibil cu 7 ... ...... ... 1p

» Concluzioneaza ca exista un numar care nu este divizibil nici cu 2, nici cu 3, nici cu
D, nici cu 7 si are toti divizorii primi mai mari sau egali cu 11 ... ..... ... ... ... ... 1p

Solutii - Clasa a V-a http:\ \upper.school Pagina 3


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2025-2026 Etapa III

Problema 3

O broscuta se afla la baza unei scari cu 10 trepte. Ea poate urca scara folosind doua tipuri
de sarituri:

a) O saritura mica, urcand exact o treapta.
b) O saritura mare, urcind exact doua trepte deodata.

In cate moduri diferite poate broscuta si ajungs exact pe treapta a 10-a?

Observatie: Ordinea sariturilor conteaza (de exemplu, 1+ 2 este diferit de 2+ 1).

Demonstratie. Pentru a ajunge pe treapta 1 exista o singura varianta, o saritura mica, pentru
a ajunge pe treapta 2 sunt doui variante: si sari de pe treapta 1 sau direct de la bazi. In
general, pentru a sari pe treapta n, broscuta are doua variante: sa sara de pe treapta n —1 cu o
saritura mica sau de pe treapta n — 2 cu o saritura mare. Pentru a afla in cate moduri poate sa
ajunga pe treapta n, trebuie sa adunam numarul de drumuri de la baza pana la treapta n — 2
cu numarul de drumuri de la baza la treapta n — 1. Fie F},, numarul de moduri in care se poate
ajunge pe treapta n. Pentru a ajunge pe treapta n, ultima saritura a broscutei a fost fie de pe
treapta n — 1 (o saritura de o treapta), fie de pe treapta n — 2 (o saritura de doua trepte). Prin
urmare, relatia prin care putem calcula numarul de drumuri este

Fo=Fn1+ Fho
Cu valorile initiale:
o Fy =1 (Varianta: {1})
o Fy =2 (Variantele: {1,1},{2})

Calculand succesiv termenii:

F3=1+2=3
Fy=2+3=5
Fs=3+5=38
Fe =5+8=13

Fr; =8+413=21
Fg=13+21=34
Fy=21+34=55
Fip=34+55=89

Raspuns: Broscuta poate urca scara in 89 de moduri diferite.

Barem:
o Demonstreaza F, = F,,_1 + F,,_2 sau obtine o relatie echivalenta ... .............. ... 5p
o Calculeaza corect Flg ... oot 2p
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Problema 4

Spunem ca un numar natural este curios daca atat suma cifrelor sale, cat si suma cifrelor
succesorului sau sunt divizibile cu 11.

a) Determinati cel mai mic numar curios.

b) Demonstrati ca exista o infinitate de numere curioase.

Demonstratie.
a) Notam cu s(n) suma cifrelor numarului natural n. Fie n un numar curios. Atunci

11| s(n) si 11]s(n+1).
Pasul 1. Daca ultima cifra a lui n este cel mult 8, atunci
s(n+1) =s(n) + 1.

In acest caz, daci s(n) este divizibil cu 11, atunci s(n + 1) nu mai este divizibil cu 11, ceea ce
este imposibil. Prin urmare, ultima cifra a lui n este 9.

Pasul 2. Daca penultima cifra a lui n este cel mult 8, iar ultima cifra este 9, atunci
sin+1)=s(n)+1-9=s(n)—8.

Diferenta dintre s(n) si s(n + 1) este 8, care nu este multiplu de 11, ceea ce contrazice faptul ca
ambele sunt divizibile cu 11. Deci si penultima cifra a lui n este 9.

Pasul 3. Presupunem ca ultimele p cifre ale lui n sunt egale cu 9, iar cifra imediat pre-
cedenta este diferita de 9. Atunci, la trecerea de la n la n + 1, cele p cifre 9 devin 0, iar cifra
precedenta creste cu 1. Prin urmare,

s(n+1)=s(n)+1—9p.

Rezulta ca
s(n) —s(n+1)=9p— 1.

Deoarece s(n) si s(n + 1) sunt multipli de 11, diferenta lor trebuie sa fie multiplu de 11, deci
11| 9p—1).

Cel mai mic p cu aceasta proprietate este p = 5, deoarece
9-5—1=44,

care este multiplu de 11. Prin urmare, orice numar curios se termina in cinci cifre 9.

Pasul 4. Scriem
n=m-10° 4+ 99999,

unde ultima cifra a lui m este diferita de 9. Atunci
s(n) = s(m) + 45.
Pentru ca s(n) sa fie divizibil cu 11, trebuie ca

11 | s(m) + 45.
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Deoarece 45 = 11 -4 + 1, rezulta
s(m) = Mll + 10.

Cea mai mica valoare posibila pentru s(m) este 10. Cel mai mic numar natural m, cu ultima
cifra diferita de 9 si cu suma cifrelor egala cu 10, este m = 28. Astfel,

n = 28-10° + 99999 = 2899 999.

Verificam:
$(2899999) =2+ 8+5-9 =55,

care este divizibil cu 11, iar
n+1=2900000, s(2900000)=2+9 =11,
care este de asemenea divizibil cu 11. Prin urmare, cel mai mic numar curios este
2899999
b) Din rationamentul de mai sus rezulta ca orice numar curios are forma
n=m-10° 4 99999,
unde ultima cifra a lui m este diferita de 9 si
11| s(n), 11]s(n+1).

Dar
s(n) = s(m) + 45, sin+1)=s(m+1).

Daca ultima cifra a lui m este diferita de 9, atunci
s(m+1)=s(m)+ 1.
Asadar, este suficient sa alegem m astfel Incét
s(m) = 10.

In acest caz,
s(n) =10+ 45 = 55,

care este divizibil cu 11, iar
s(n+1)=s(m+1)=s(m)+1=11,
care este tot divizibil cu 11. Acum alegem, pentru orice g > 1,
m=2-10748.
Atunci ultima cifra a lui m este 8, deci este diferita de 9, iar
s(m) =2+ 8 = 10.

Rezulta ca, pentru orice ¢ > 1, numarul

n = (2-107+8) - 10° + 99999

este curios. Prin urmare, exista o infinitate de numere curioase.
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Barem:
e a) Observa ca ultima cifra a numarului curios trebuie sa fie 9 ... ................. ... 1p
o Generalizeaza si arata ca numarul trebuie sa se termine in 5 cifrede 9 ... ......... ... 1p

e Determina forma numerelor curioase si conditia necesara pentru suma cifrelor partii

din fata ... o 2p
o Scrie corect cel mai Mic NUMAT CUTTOS ... ..ottt e e 1p

« b) Construieste corect o familie infinita de numere curioase ... ................... ... 2p
O

Problemele 1-4: ... .. . 4 % Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... . Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 3 ore
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