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§1 Solutii

Problema 1

Rezolvati in multimea numerelor prime ecuatia 2™ + 3" + 2 - r% = 7P,

Radu Tanasescu, Targu Jiu

Demonstratie. Analizam resturile la Tmpartirea cu 8 a fiecarui termen din ecuatie si, tinand
cont si de faptul ca singurul numar prim par este 2, avem ca:

o 2™ = Mg+ 4, pentru m = 2 si 2™ = Mg, pentru m > 3;
o 3" = Mg+ 1, pentru n = 2 si 3" = Mg + 3, pentru n impar;

e 2 =4 dacd r =2, iar r> = M, + 1, pentru r impar, drept urmare 2r? = My, daci r = 2
si 2r? = Mg + 2, daca r este impar;
o TP = Mg+ 1, pentru p = 2si 7 = Mg+ 7, pentru p impar;
Consideram cazuri in functie de valoarea lui p:

e Cazul 1. Daca p este impar, atunci, folosind observatia de mai sus, singurele doua moduri
de a scrie 7P = Mg + 7 ca suma de trei numere 2™, 3" si 2r? sunt:

(Mg+4)+ (Ms+3)+ Mg =Mg+7 si (Msg+4)+(Mg+1)+(Msg+2) = Ms+T7.
In primul caz, avem r = m = 2, iar n este impar. Ecuatia devine:
124 3" ="17P,

iar cum 12 = M3 si 3" = M3 (n > 1), avem ca 77 = M3 + M3 = Mj, imposibil.
In al doilea caz, avem m = n = 2, iar r este impar. Ecuatia devine:

1342-72="17,

dar atunci, cum 77 = (6 + 1)? = M3 + 1, rezultd 2 - r*> = My, deci r = Mj3. Cum 7 este
prim, obtinem r = 3, adicd 77 = 13 + 2 - 32 = 31, deci nici In acest caz nu avem solutii.

o Cazul 2. Daca p = 2, atunci ecuatia devine
2™ 43" 4277 =49,

deci 2r? < 49, iar cum r este prim, r € {2,3}. Daca r = 2, atunci 2™ + 3" = 41, de unde
obtinem solutia m = 5 si n = 2. Daca r = 3, atunci 2" 4 3" = 31, de unde obtinem solutia
m=2sin=3.

Prin urmare, numerele prime m, n, r, p care satisfac ecuatia sunt:

(m,n,r,p) € {((2,3,3,2),(5,2,2,2)}.

Barem:
e Determina resturile la impartirea prin 8 ale termenilor din ecuatie si separa cazurile
dupa valoarea TUl P ... .o 3p
o Elimina cazul In care p este iImpar ... ... ... i 2p
o Trateaza cazul p = 2 si determina corect cele doua solutii posibile ... ............. ... 2p
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Problema 2

Fie n un numar natural astfel incat n 4 1 este divizibil cu 24. Demonstrati ca suma tuturor
divizorilor pozitivi ai lui n este divizibila cu 24.

Demonstratie. Deoarece n + 1 = Moy, atunci n + 1 = My, deci n = My + 3. Prin urmare, n
nu este patrat perfect, deci are un numar par de divizori pozitivi. Acesti divizori se pot grupa
in perechi {a,b} cu proprietatea ci ab = n. Intr-adevir, considerand lista divizorilor in ordine
crescatoare, putem sa-i grupam: primul cu ultimul, al doilea cu penultimul si asa mai departe,
aceasta grupare fiind bine definita Intrucat avem un numar par de divizori.

Vom arata acum ca fiecare astfel de pereche {a,b} are suma divizibila cu 24. De aici, va
rezulta si ca suma tuturor perechilor formate este divizibila cu 24, adica suma tuturor divizorilor
pozitivi este divizibila cu 24, de unde rezulta concluzia.

Pentru a finaliza, demonstram ca, daca ab = n, atunci a + b = My, In doua moduri:

Metoda 1. Observam ca:
n a’+n
a+b=a+—= ,
a a

iar cum a este relativ prim cu 24 (fiind divizor al lui n care este relativ prim cu 24), este suficient
sd ardtam ci a?+n = My, adicd a? = My, +1 (deoarece n+1 = Mayy). Pentru asta, analizam
resturile unui patrat perfect la impartirea cu 3, respectiv 8:

e Cum (a,24) = 1, rezultd ca (a,3) =1, deci a®* = M3 + 1, de unde 3 | (a* — 1).
o Cum (a,24) = 1, rezulta ci (a,2) = 1, deci a®> = Mg+ 1, de unde 8 | (a® — 1).
Deoarece 3 | (a* — 1), 8 | (a* — 1), iar (3,8) = 1, rezulta ca 24 | (a® — 1), adicd a® = My, + 1 si

de aici concluzia.

Metoda 2. Vom ardta ca (a + 1)(b+ 1) = Mayy, ceea ce va implica, folosind faptul ca
n+1= Moy

atb=(ab+a+b+1)—(ab+1)=(a+1)(b+1) = (n+1) = Moy — Mo = Myy,.
Demonstram astfel ca (a + 1)(b + 1) este divizibil cu 3, respectiv 8:

o Cum n+ 1= Mgy, rezulta ca n + 1 = Ms, deci n = M3+ 2. Deci, ab=n = M3+ 2,
iar atunci, unul dintre numerele a si b este M3 + 2, iar celalalt este M3 + 1. Astfel, unul
dintre numerele a + 1 si b+ 1 va fi M3, deci (a +1)(b+ 1) = Ms.

o Cum n+ 1= My, rezulta ca n+ 1 = Mg, deci n = Mg+ 7. Astfel, a si b sunt impare si
nu este posibil ca ambele sa fie My + 1, altfel am avea:

M4+3:n:ab:(./\/l4+1)(M4—|—1):M4—|—1,

imposibil. Deci, unul dintre a si b va fi My + 3, iar astfel, unul dintre a +1si b+ 1 va fi
M. Cum si celalalt numar este par, vom avea ca (a +1)(b+ 1) = My - My = Ms.

Deoarece 3 | (a+1)(b+1), 8| (a+1)(b+ 1), iar (3,8) =1, rezulta ca 24 | (a + 1)(b+ 1), iar
concluzia urmeaza.

Barem:

o Arata ca n = My + 3, deci n nu este patrat perfect si divizorii pozitivi ai lui n se
pot grupa in perechi {a,b} cuab=1mn ... ... .. 1p
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» Reduce demonstratia la faptul ca pentru fiecare pereche de divizori {a, b} cu ab=n

Are 10C 24 | (@ B) oo o 2p
e Demonstreaza ca a2 = Moy + 1 oo o 2p
2+n
o Concluzioneaza ca a + b = este divizibil cu 24 ... ... ... 1p
a
o Concluzioneaza ca suma tuturor divizorilor pozitivi ai lui n este divizibila cu 24 ... ... 1p
O

Problema 3

Se considera triunghiul AABC isoscel, cu AB = AC si ZBAC = 80°. Fie punctele D
pe latura (BC) si E pe latura (AC), astfel incat ZCAD = ZABE = 30°. Notam cu M
intersectia dreptelor AD si BE. Aratati ca ME = MD.

Adrian Bud, Negresti-Oas

Demonstratie. Deoarece triunghiul AABC' este isoscel, avem ZABC = ZACB = 50°, iar din
triunghiul ABFE A rezulta ZBEA = 70°. Notam cu F intersectia dintre mediatoarea segmentului
(AE) si dreapta BE.

Atunci triunghiul AFAFE este isoscel si
LFAE = /FEA=T70°,ZAFFE =40°, FA= FFE. (1)

Deoarece ZBAE > /FAE > ZMAE rezulta ca punctul F' se gaseste pe segmentul (BM).
Atunci,

/BAF = /BAE — /FAE = 10°. (2)
In triunghiul AACD avem ZCAD = 30°, ZACD = 50°, de unde

/ADC = 100°, iar ZADB = 80°.
In triunghiul ADAB avem /DAB = 50° = ZDBA, deci triunghiul ADAB este isoscel cu

DA = DB. (3)
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Construim triunghiul AABP echilateral, cu P si C' de aceeasi parte fata de AB. Atunci, din
(3), obtinem APAD = APBD (L.L.L.) rezulta

/APB
LAPD = /BPD = = 30°. (4)
Pe de alta parte,
/PAD = /PAB — /DAB = 10° (5)
Din AABP triunghi echilateral si (2), (4), si (5) avem,

AB = AP
/BAF = /PAD = 10° § “£¥ AABF = AAPD,
ZABF = /APD = 30°

de unde, impreuna cu (1), obtinem

AD = AF = FFE. (6)
Triunghiul AMAF avand ZMAF = Z/DAB — ZFAB = 40° = ZMF A este isoscel cu
MA=MF. (7)
Din (6) si (7) rezulta ME = FE — FM = AD — AM = MD.
Barem:
o Determina unghiurile necesare din figura si introduce punctul F' pe dreapta BE
astfel TNCAt LA = FE . . o 1p
o Arata ca triunghiul ADAB este isoscel, deci DA=DB ... ...........cc.ccoiiiii. ... 1p
o Construieste triunghiul echilateral AADP si obtine congruenta triunghiurilor
APAD 8t APBD ... o 2p
o Demonstreaza congruenta triunghiurilor AABF si AAPD ... ..., 1p
o Arata ca triunghiul AMAF este isoscel, deci MA=MF ... ... . ... ... ...... ... 1p
« Incheie prin relatia ME = FE —FM =AD —AM =MD .......................... 1p
[
Problema 4
Pentru orice numar natural £ > 3, notam cu s(k) suma tuturor resturilor obtinute prin
impartirea lui £ la numerele 1,2,3,...,k — 1. De exemplu,

5(9)=0+1+0+1+4+3+2+1=12.
a) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale k astfel incat

s(k—1) < s(k).

b) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale k astfel incat

s(k—1) = s(k).

Darius Hangan si Traian Danciu
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Demonstratie. Pentru x,y numere naturale nenule, notam cu r(x,y) restul impartirii lui z la y.
Daca 1 < b < a sunt doua numere naturale, atunci cand Impartim numerele consecutive a si
a+ 1 la b, avem doua situatii posibile:

o Cazul 1. Resturile sunt doud numere consecutive, mai mici decét b, adica r(a + 1,b) =
r(a,b) +1

o Cazul 2. Restul impartirii lui a la b este b — 1 (conditie echivalenta cu b | a 4 1), iar
restul Tmpartirii lui @ + 1 la b este 0, adica r(a,b) =b—1si r(a+ 1,b) = 0.

Vom rezolva problema folosind observatia de mai sus:

a) Vom demonstra ca toate numerele prime k = p > 5 satisfac conditia din enunt. Folo-
sind notatia din observatie cu a = p — 1 si b parcurgand lista de numere 2,...,p — 2, deducem
ci, de fiecare datd vom fi in primul caz. Intr-adevir, dacd am fi in al doilea caz, atunci vom
avea ca a+ 1= (p— 1)+ 1 = p da restul 0 la impartirea cu b, ceea ce implica b | p, imposibil
pentru ca p este prim si 1 < b < p. Astfel, pentru orice b € {2,...,p — 2},

r(p—1,b) + 1 =r(p,b).
De asemenea, r(p — 1,1) =r(p,1) = 0si r(p,p — 1) = 1. Deci, s(p) > s(p — 1), intrucat:

r(p, 1) +r(p,2) +r(p,3)+...r(p,p—1)
=rp-L,D)+0@p-1,2)+)+@E-13)+1)+ -+ (p-1p—2)+1)+1
(rp—LD)+r(p—12)+--+r(p—1p—2))+(p—2)

=s(p—1)+(p—2).

Deoarece exista o infinitate de numere prime p > 5, concluzia urmeaza.

b) Vom demonstra ca toate numerele £k = 2" cu n > 3 satisfac conditia din enunt. Asa
cum am vazut la subpunctul a), in functie de b € {2,3,...,2" — 1}, avem doua cazuri:

e Cazul 1. r(2",b) =r (2" — 1,b) + 1, pentru orice b astfel incat bt 2", adica pentru orice
be{2,3,...,2"}\ {2},...,2"71}. Deci, pentru aceste valori ale lui b, r(2",b) este cu 1
mai mare decat r(2" — 1,b). Termenii lui s(n) corespunzatori impartitorilor din acest caz
sunt in total cu

2" —=n—-2)-1=2"—-n—-2
mai mari decit termenii lui s(n — 1) corespunzatori acelorasi impartitori (b poate lua exact
(2" — 1) — (n — 1) = 2™ — n valori, iar pentru fiecare b, avem o diferenta egala cu 1).

o Cazul 2. r(2",b) =7 (2" — 1,b) — (b — 1), pentru orice b astfel incat b | 2", adica pentru
orice b € {2!,...,2"71}. Astfel, termenii lui s(n) corespunzatori impartitorilor din acest
caz sunt in total cu

-+ -+ +2" D) =Q24+22F 2" (T 1+, 1)
=2"-2)—-(n—-1)=2"-n-1
mai mici decit termenii lui s(n — 1) corespunzatori acelorasi impartitori.

Astfel, avand in vedere ca s(n) mai contine si r(2",2" — 1) = 1, diferenta dintre cele doua sume
este:
(2" —=n)—(2"—-n—-1)—1=0,

drept urmare, pentru orice k = 2" n > 2, avem ci s(k — 1) = s(k). In concluzie, existi o
infinitate de valori ale lui k cu proprietatea din enunt.
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Barem:

o Observa cele doua situatii posibile pentru resturile obtinute la impartire a doua

NUIMETE CONSECULIVE . .. ottt e e e e e e e o 1p
o a) Da un exemplu COTECt ... ... 1p

o Demonstreaza ca exemplul este corect ... ... .. ... 2p

o ) Da un exemplul COTECE ... .ottt 1p

o Demonstreaza ca exemplul este corect ... ... ... ... 2p
O

Problemele 1-4: ... . . . 4 xTp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... .. Op
Total: 28p
Timp de Tucru: ... 3 ore
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