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sectionSolutii

Problema 1

Determinati toate perechile de numere naturale (m,n) cu proprietatea ca
[Vm|+|vn| divide m+n+2-|vVm|-|va.
Am notat cu |x| partea Intreaga a numarului real z.

Ana Boiangiu

Demonstratie. Notam |/m] =z € N* gi [\/n] =y € N*. Atunci putem scrie m = 2% + u i
n=y?+wv, unde 0 < u < 2z si 0 < v < 2y sunt numere naturale. Relatia din ipoteza devine

rty | (24 97) + (ut o) + 20,

sau echivalent
r+y|u+w.

Cum
0<u+v<2x+y),

avem u + v = k(u + v) unde 0 < k < 2 este natural.
e Cazul I. Daca u+v =0, avem u = v = 0, de unde
(m,n) = (2, y*).
o Cazul II. Daca u + v = z + y, obtinem
(m,n) = (:c2+u, y:+ (zlz—i—y—u))
unde z,y sunt numere naturale, 0 <u <2z si0<z4+y—u<2y,sauxr—y<u<zxr+y,
adica
max (0, —y) < u < min (2z,2 +y) .

o Cazul III. Daca u + v = 2(x + y), trebuie sa avem u = 2z gi v = 2y, de unde

(m,n) = <x2 + 2z, 3 + 2y> :

Barem:
o Scrie m = 22 4 U, M= Y U 1p
e Reducereala T4y | w4 v ..o oo 2p
o Tratarea primulul CAZ ... ... ...t 1p
o Tratarea celui de-al doilea caz (cu o parametrizare corecta a solutiilor) ... ........ ... 2p
o Tratarea celui de-al treilea caz ... ... .. 1p
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Problema 2
Fie ABC un triunghi cu AB # AC si fie D gi E proiectiile varfurilor B, respectiv C', pe
bisectoarea interioara a unghiului ZBAC'. Dreptele BE si C'D se intersecteaza in S.

a) Demonstrati ca S se afla pe bisectoarea exterioara a unghiului ZBAC.

b) Demonstrati ca simetricul lui A fata de S se afld pe BC.

Ana Boiangiu

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca AB < AC. Observam in primul
rand ca

/BAD = /CAE, /ADB=/AEC =90°,
de unde c& AABD ~ AACE. In particular, deoarece AB < AC, avem si AD < AE.

a) Echivalent, avem de demonstrat ca AS L AD, sau AS || BD. Din reciproca teoremei
lui Thales, acest paralelism se reduce la

SB AD

SE — AE’
Dar BD || CE (ambele fiind perpendiculare pe AE), deci din teorema fundamentala a asemanarii
avem

SB BD

Agadar raméane de demonstrat ca
BD AD

CE AR’
ceea ce rezulta din asemanarea AABD ~ NACE.

b) Fie R intersectia dintre AS §i BC si fie L intersectia dintre CE si AB. Cum AE 1L CL
si ZLAE = ZCAE, triunghiul ALAC este isoscel gi asadar CE = LE. Cum AR || LC din

teorema fundamentala a asemanarii deducem ca
ACEB ~ ARSB, ALEB ~ AASB.
De aici
EB CFE EB LE
SB RS’ SB AS’
Cum CE = LE, avem AS = RFE, de unde concluzia problemei.

A
e

~ 4

R B C
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Barem:
e a) Observatia cd& AABD ~ AACE ... .. o Ip
o Manipularea rapoartelor si finalizare ... ....... ... ... 2p
« b) Construirea lui L si observatia ca ALAC este isoscel ... ... . 2p
o Demonstrarea celor doua asemanari ... ........... oot 1p
o Finalizare ... ... 1p
[

Problema 3

Fie n > 3 un numar natural. Consideram o tabla n x n in celulele careia sunt scrise numere
reale nenule. Se cunoaste ca exista un numar real k cu proprietatea ca pentru orice numar
m scris pe tabla, suma celorlalte 2n — 2 numere situate in celulele de pe aceeasi linie sau
coloana cu acesta este egala cu k- m. Aflati, in functie de n, toate valorile posibile pentru k.

Tuymaada 2001

Demonstratie. Singurele valori posibile pentru k sunt —2,n — 2 gi 2n — 2. Demonstram ca aceste
valori verifica intr-adevar conditia problemei.

o Pentru k = —2, scriem —(n — 1) pe diagonala principala si 1 in rest.
o Pentru k = n — 2, scriem —(n — 1) in celulele din prima linie a tablei gi 1 in rest.
e Pentru k = 2n — 2, scriem 1 1n toate celulele tablei.

Presupunem acum ca k # —2 gi k # n — 2 gi demonstram ca trebuie sa avem k = 2n — 2, ceea
ce arata ca singurele valori posibile pentru k sunt cele enuntate mai sus.

Notam k 4 2 = m, de unde m # 0 si m # n. Fie a;; numarul inscris in celula situata la
intersectia dintre linia 7 gi coloana j. Fie S suma tuturor numerelor din tabel. Atunci din
ipoteza problemei avem

Mapg = (Q1g + G2g + -+ + Gpg) + (ap1 + ap2 + -+ + apq) -

pentru orice 1 < p, ¢ < n. Insuméand aceste relatii pentru ¢ fixat si 1 < p < n avem

S
m(ag+-+ay) =n(ag+-+ap)+5 = aig+-+ay = p—
deci fiecare coloana a tabelului are aceeagi suma a alementelor, si anume S/n. Analog, fiecare
linie a tabelului are suma elementelor S/n. Din prima egalitate deducem ca a,, = 25/(mn)
pentru orice 1 < p,q <n (in particular, cum a,, # 0 avem S # 0). Dar atunci

25 S
n-— =ap +a -+ ay = 5
mn m-—n

de unde m = 2n, adica k = 2n — 2. Demonstratia este finalizata.

Barem:
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o Raspunsuri i modele corecte ... ... 2p
o Deducerea relatiei ajq+ -+ ap, =S/(M—n) ... .o 2p
« Deducerea faptului ca ap, = 25/(mn) ... oo Ip
o Finalizare ... ... 2p

[
Problema 4

Fie AABC un triunghi ascutitunghic cu AB # AC' si P un punct in interiorul sau cu
proprietatea ca L/PBC = ZPAB si ZPCB = ZPAC. Paralela prin A la BC' intersecteaza
cercurile circumscrise triunghiurilor AAPB gi AAPC in D, respectiv E.

a) Demonstrati ca DE = 2BC.

b) Cercurile circumscrise triunghiurilor ADPE gi ABPC' se intersecteaza a doua oara
in (. Demonstrati ca QD = QF.

Ana Boiangiu

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca AB < AC.

- x

a) Vom prezenta trei variante de abordare. Prima este cea mai directa si naturala.

Varianta 1. Observam ca

LAEC =180° — LAPC
= /PAC + LACP
=/PCB+ ZACP
= /LACB.

Cum AFE || BC avem /CAE = /ACB. Similar obtinem /ADB = /DAB = /ABC. In
particular, triunghiurile EAC' si DAB sunt isoscele. Din teorema sinusurilor avem

AE  sin(180° —2C) sin2C  2sinCcosC

AC snC =S O =2cosC = AFE =2bcosC.
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Similar
AD = 2ccos B.
Din teorema cosinusului avem
2 22 2 2 _ 2
DE=AE+4+AD=2.“ 17 7C o, CHC =0 o,
2ab 2ac

adica ceea ce trebuia demonstrat.
Pentru urmatoarele doua variante, demonstram mai intai o lema importanta.

Lema. Fie M intersectia dintre AP gi BC. Atunci M este mijlocul laturii BC.
Demonstratie: Observam ca ZPCM = ZCAM implica APCM ~ ACAM (in cazul LUL). De

aici
PM  CM
CM — AM
Similar deducem cd M B? = MP - M A, deci, intr-adeviar, MB = MC. N

— MC?>=MP - MA.

Varianta 2. Fie U simetricul lui M fata de B si fie V' simetricul lui M fata de C'. Reamintind
ca AEAC si ADAB sunt triunghiuri isoscele (fapt demonstrat in prima varianta de solutie),
din simetrie deducem ca DAMU si EAMYV sunt trapeze isoscele, de unde DU = AM = EV.
In plus

/DUM = /MAE = 180° — ZEV M,

deci DU || EV si DEVU este paralelogram. In sfarsit
DE=UV =MU+ MV =2(MB+ MC) =2BC,

ceea ce trebuia demonstrat.

U B M C Y,

Varianta 3 (schita). Din teorema lui Ptolemeu in forma trigonometrica avem
AC -sin /ZPAE = AE -sin ZPAC + AP - sin ZCAF,

sau echivalent

sin ZAMC sin C'

sin /MAC sin ZMAC

AC AM
=V 5 e
2(b2 — AP - AM)

AE =0-

a

In mod analog obtinem
2 _— .
AD — 2(c*— AP - AM )
a
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Din demonstratia lemei si formula medianei avem

2 b2 2 2
MP-MA=MC? — AP-AM:AM2—Z:+CQ“

In sfarsit
22+ 2 —2. AP - AM
DE = AE + Ap = 2T ) _ 94,

a

adica ceea ce trebuia demonstrat.

b) Fie N mijlocul segmentului DE. Demonstram cd ANCB este trapez isoscel. In primul rand,
din DE = 2BC deducem ND = BC. Cum ND || BC, avem ca BDNC este paralelogram,
deci CN = DB = AB (caci ADBA este isoscel). Cum AN || BC deducem ca ANCB este

intr-adevar trapez isoscel.

Fie R intersectia dintre perpendiculara in N pe DE (adica mediatoarea segmentului DF)
si cercul circumscris triunghiului BPC'. Concluzia problemei se reduce la a demonstra ca R se
afla pe cercul circumscris triunghiului DPE (de unde @ = R).

\

Demonstram ca R este ortocentrul triunghiului NBC'. Folosind observatiile initiale avem

/BPC = 360° — ZAPB — ZAPC
= 360° — (180° — ZABC) — (180° — ZACB)
— /ABC + ZACB
= 180° — ZBAC.

De aici, cum ABCN este trapez isoscel avem

ZBRC = ZBPC
= 180° — LBAC
= 180° — ZBNC.

Cum RN 1 DE si DE || BC, avem NR L BC, deci R este ortocentrul triunghiului BNC
intr-adevar.
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Vom demonstra acum ca patrulaterele NRCE gi NRBD sunt inscriptibile. Reamintind ca
ANCB este trapez isoscel si ca ZAEC = ZACB, avem

/NRC = 180° — /NBC
— 180° — ZACB
= 180° — LAEC,

deci N RC'E este inscriptibil. Analog, NRBD este inscriptibil.

Finalizém printr-un calcul de unghiuri. In primul rand

/DPE = /DPA + /EPA
— /DBA+ /ECA
— (180° — 2£ABC) + (180° — 2LACB)
= 2/BAC.

Pe de alta parte, reamintind ca DNCB si EN BC' sunt paralelograme avem

LDRE = ZDRN + ZERN
=/ZDBN + ZECN
=/4BNC+ ZBNC
=2/BAC.

Asadar ZDPE = ZDRE, deci R se afla pe cercul circumscris triunghiului DPFE. Demonstratia
este finalizata.

Observatie: Punctul P este punctul A-Humpty al triunghiului ABC' si are multe propri-
etati utile, in special 1n legatura cu ortocentrul lui AABC. Puteti citi mai multe despre el aici.
Totusi, problema poate fi rezolvata independent de aceste rezultate.

Barem:
o a) Rezolvare integrala ... ... ... . e 2p
o b) Constructia lui N si demonstrarea faptului ca ANCB este trapez isoscel ... ... ... 1p
o Constructia lui R si demonstrarea faptului ca este ortocentrul lui ANBC ... ..... ... 2p
o Demonstrarea faptului ca NRCFE si NRBD sunt inscriptibile ... ................. ... 1p
o Finalizare ... ... o 1p
O
Problemele 1-4: ... . . . 4 xTp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ .. .. Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 4 ore
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