v =abec

0 X

5= 2ab+2bc+2ac

>

¥

(3)=

Concursul de matematica Upper.School
Editia 2025-2026

Etapa I1I
Clasa a VIII-a

- Solutii -

Ana Boiangiu


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2025-2026 Etapa III

§1 Solutii

Problema 1

Fie ABC'D un tetraedru cu AADB si AADC ascutitunghice si AD 1 BC. Fie P si @
proiectiile varfului D pe dreptele AB, respectiv AC. Demonstrati ca PQ || BC daca si
numai daca ZADB = ZADC.

Malina Carla Pavel

Demonstratie. Fie R proiectia lui B pe AD. Deoarece AADB si ANADC sunt ascutitunghice,
avem R # D. Atunci AD L BR si AD L BC, deci AD L (BRC). Prin urmare avem si
CR 1 AD.

Patrulaterele BPRD si CQRD sunt inscriptibile (fiind inscrise in cercurile de diametre BD,
respectiv C'D). Din puterea punctului avem

AP-AB=AR-AD = AQ - AC.

Din teorema lui Thales avem

AP AQ
PQ | BC <= 1B = AC"

Prin urmare
PQ || BC <= AP = AQ.

In baza relatiei din puterea punctului, avem si cd AP = AQ <= AB = AC.

Demonstram mai intai prima implicatie. Dupa cum am demonstrat anterior, avem AB = AC si
AP = AQ. Prin urmare ADPA = ADQA (in cazul CI), de unde ZDAB = ZDAC. Urmeaza
ca ADAB = ADAC (in cazul LUL), de unde ca ZADB = ZADC, ceea ce trebuia demonstrat.

Demonstram acum a doua implicatie. Cum ZADB = ZADC avem /BDR = ZCDR, deci
ADRB = ADRC (in cazul CU), deci BR = CR. De aici ABRA = ACRA (in cazul CC),
deci AB = AC'. Din cele demonstrate mai sus, demonstratia este finalizata.

Barem:
o Construtia lui R si demonstrarea faptului ca BR 1. AD i CR 1 AD simultan ... ... 1p
o Echivalenta PQ || BC <= AP =AQ <= AB=AC ... ... ..........iciiiiii .. 2p
o Implicatia directa ... ... ... 2p
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o Implicatia TeCIPIOCa ... ... 2p

Observatie barem: Din cauza unei erori a comisiei de subiecte, precizarea ca AADB si
AADC sunt ascutitunghice a lipsit din enuntul dat in concurs. In aceste conditii, PQ || BC
implica intotdeauna ZADB = ZADC, insa ZADB = ZADC = 90° implica PQ || BC doar
daca, in plus, AB = AC (sau echivalent AP = A(@)). Nu se vor scadea puncte pentru
omiterea sau tratarea incompleta a acestei situatii. O

Problema 2

Pavel antreneaza o echipa de fotbal formata din n jucatori de naltimi distincte doua cate
doua, unde n este un numar natural nenul. Vrea sa 1i alinieze astfel incat pentru orice
jucator J, numarul total al jucatorilor care fie se afla la stanga lui J si sunt mai inalti decat
J, fie se afla la dreapta lui J si sunt mai scunzi decat J, este par. Aflati, in functie de n,
numarul total de aranjari posibile.

HMIC 2020

Demonstratie. Raspunsul este |[n/2]!- [n/2]!, unde |x] reprezinta partea intreaga a numarului
real x, iar [z] = |x] + 1.

Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca inaltimile jucatorilor sunt 1,2,...,n
(deoarece doar ordinea acestora este relevanta in problema). Notam pozitiile jucatorilor dintr-
o ordonare corectd cu 1,2,...,n. In plus, notdm cu a; indltimea jucitorului k, asa incét

ap € {1,2,...,n} si a; # ay pentru j # k.

Observatie: Paragraful de mai sus are doar rolul de a simplifica solutia din punct de
vedere notational. Poate fi reformulat usor in limbaj de permutari astfel: vrem sa aflam numarul
de permutari ale numerelor 1,2,...,n cu proprietatea ca fiecare element face parte dintr-un
numar par de inversiuni. Aceste notiuni depasesc nivelul clasei a 8-a, Insa reprezinta doar un
formalism si nu sunt necesare pentru rezolvarea problemei.

Daca jucatorul de pe pozitia k are x jucatori mai scunzi in stanga, atunci are (k —1) — z
jucatori mai inalti in stdnga si (a; — 1) — x jucatori mai scunzi in dreapta. Asadar, numarul
jucatorilor care se afla fie la stanga lui k si mai inalti decat k, fie se afla la dreapta lui k si sunt
mai scunzi decat k, este ar + k — 2(z + 1). Acest numar este par daca gi numai daca ay si k au
aceeasi paritate.

Prin urmare, ordonarea jucatorilor sub conditiile problemei este echivalenta cu a distribui
jucatorii de Tnaltimi pare pe pozitiile pare si respectiv jucatorii de Tnaltimi impare pe pozitiile
impare.

Printre 1,2,...,n sunt |n/2] numere pare si [n/2] numere impare. Deoarece exista s! moduri
de a ordona o multime cu s elemente, sunt |n/2]! moduri de a aranja jucatorii de inaltimi
pare si [n/2]! moduri de a aranja jucatorii de inaltimi impare. Concluzionam ca Pavel are
|n/2]!- [n/2]! moduri de a isi aranja echipa.

Barem:

o FExprimarea numarului cerut pentru jucatorul de pe pozitia k sub forma
ap + k — 2(x + 1) si deducerea conditiei de paritate ap =k (mod 2) ... .............. ... 2p

o FEchivalarea problemei cu plasarea inaltimilor pare pe pozitii pare si a inaltimilor
Impare pe pozItil IMPATe ... .. ... e 2p

o Numararea aranjarilor: [n/2|! pentru pozitiile pare si [n/2]! pentru pozitiile
IIIDATE . o ettt ettt e e 2p
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o Finalizare ... ... 1p

Problema 3

Aflati toate tripletele de numere reale strict pozitive (a, b, ¢) astfel incat

a b ¢
at+btc=—+-+-
b ¢ «a

si
a b c

=1
b3+c2+a+c3~|—a2+b+a3+62~l—c

Tudor Chelaru

Demonstratie. Toate sumele din solutie vor fi ciclice. Vom demonstra ca a = b = ¢ = 1 este
singurul triplet care verifica ipoteza. Este evident ca acest triplet satisface ambele relatii.
Demonstram acum ca este singurul.

In primul rand, din inegalitatea lui Titu avem

a a> _ (a+b+c)
b — — = _ > - 7
a+btc Zb Zab_ab—i-bc—i-ca7

de unde
ab+bc+ca>a+b+ec

Din inegalitatea Cauchy-Schwarz

(b*+ ¢ +a) <2+1+a> > (a+b+c)

si analoagele.

De aici avem

a 1 1
< - 4+1
Zb3+c2+a_(a+b+c)22a(b+ +a>

Folosind estimarea initiala obtinem

20a+b+c)+ (> + b2+ %) 2(ab+be+ ca) + a® + b + 2

(a+b+c) = (a+ b+ c)? =1
Agadar avem egalitate in toate inegalitatile aplicate, de unde, intr-adevar, a = b =c = 1.
Barem:
o Prima estimare ... ... ... 2p
o Aplicarea inegalitatii Cauchy-Schwarz ... ..... ... ... .. . i i . 4p
o Finalizare ... ... 1p
Observatie barem: Nu se acorda puncte pentru ghicirea solutiei. O]
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Problema 4
Fie n si k numere naturale nenule cu 10¥~! < n < 10* si fie N = 10* - (n + 1) + n.

a) Daca k este impar, demonstrati cd N nu este patrat perfect.

b) Este oare posibil ca N si fie un patrat perfect mai mare decat 102°2® (pentru o anumita
valoare a lui k)?

MPFG 2024

Demonstratie. Va fi mai util sa rescriem N = (10”C + 1) -(n+1)—1.
a) Ideea este sa determinam restul lui N la 11. Daca k este impar, avem

N:M11<n+1)—1:M11—1

Dar se verifica usor ca nu exista patrate perfecte de forma My, — 1, ceea ce incheie demonstratia.

b) De fapt, putem alege n astfel incit N sa fie patrat perfect pentru orice k par (in par-
ticular avem k > 2). Alegem

n= (102 —1)" +1=10" — 2. 10" 12
Inegalitatea 10*~1 < n revine la
210" < 910" + 2.
Insa cum k > 2 avem k — 1 > k/2, deci
9101 +2>9.10%2 > 2. 102

Inegalitatea n < 10* revine la
2.10%2% > 2,

lucru evident cum k > 2. Acum, notdm 10*/?2 = a. Atunci
N =(a’+1)(a® =22 +1) +a’
= (a2+1)2—2a(a2—|—1) +a?
= <a2 —a+ 1)2 ,
adica N este intr-adevar patrat perfect. Concluzia rezulta alegand, de exemplu, k = 2026.

Observatie (Asupra motivatiei, cu notiuni teoretice mai avansate). La prima vedere, so-
lutia pentru al doilea subpunct pare nenaturala. Poate insa fi motivata strict prin argumente de
teoria numerelor. Scopul nostru este sa rezolvam ecuatia

(n+1) (105 +1) =1 =m?>
Valoarea lui n este in esenta irelevanta, si trebuie sa rezolvam
m? = —1 (mod 10* 4 1).

Atunci cand k este par, ecuatia este in mod garantat rezolvabila: putem in mod intuitiv alege
m = 10¥/2. Problema cu acesta alegere este insi ci di n = 0, lucru nepermis. Trebuie asadar si
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alegem o altid rdddcind patratd a lui —1 modulo 10F + 1. Varianta naturald este m = —10%/2
(mod 10* + 1), adica m = 10¥ + 1 — 10*/2, care conduce la valoarea lui n din solutia prezentata.

Bineinteles, solutia poate fi motivata si alegand n = f (10k/ 2) unde f este un polinom (o
alegere optimista ar fi chiar f de grad 2) care sa forteze formarea unui patrat perfect.

Barem:
o a) Rezolvare integrald ... ... ... 2p
o b) Ideea de a alege n = f <10k/ 2), unde f este o expresie convenabila ... .......... ... 1p
o Alegerea corecta pentru f si finalizare ... ...... .. .. 4p
O
Problemele 1-4: .. ... . . .. 4 xTp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... .. Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 4 ore
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