Olimpiada Nationala

GAZETA

MATEMATICA
1902-2021

Olimpiada Nationala Gazeta Matematica
(ONGM)

Editia 2020-2021

Partener Upper.School

Etapa a IlI-a
Clasa a V-a

- Solutii -



https://ssmr.ro/onm2021
https://upper.school/
https://ssmr.ro

Olimpiada Nationala Gazeta Matematica (ONGM) - Editia 2020-2021 Etapa a Ill-a

§1 Solutii

Problema 1

Aflati ultima cifrd a numarului natural n, stiind c& penultima cifrd a lui n? este 9.

Demonstratie:
Ultima cifra a lui n? nu poate fi 2,3, 7,8, astfel incat ultimele doua cifre ale lui n? ar putea fi
90,91, 94, 95,96 sau 99.

« n? nu poate avea ultimele 2 cifre 95 pentru ca un patrat perfect impar, divizibil cu 5,

trebuie s se termine in 25 (sau 5 | n si 251 n = n? nu este patrat perfect).

e Cum 90 = My +2,94 = My +2 = n? = M, +2, dar un patrat perfect nu poate fi M, + 2,
deci n? nu poate avea ultimele 2 cifre 90 sau 94.

e Cum 91 = My + 3 si 99 = M, + 3 = n? = My + 3, dar un patrat perfect nu poate fi
M, + 3, deci n? nu poate avea ultimele 2 cifre 91 sau 99.

In concluzie raméne singura varianti ca n? si aibi ultimele 2 cifre 96 = ultima cifra a lui n
poate fi 4 sau 6. Ambele variante sunt corecte, de exemplu 142 = 196 si 362 = 1296

Barem:
o Aratd ca ultimele 2 cifre ale lui n? pot fi 90, 91, 94, 95, 96 sau 99. ... ............. ... 1p
« Demonstreaza ca ultimele 2 cifre ale lui n? nu pot i 95. ... ... ... .. ... ... ... ... 1p
o Demonstreaza ca ultimele 2 cifre ale lui n% nu pot fi 90 sau 94. ... ................ ... 1p
o Demonstreaza ca ultimele 2 cifre ale lui n% nu pot i 91 sau 99. ... ................ ... 1p
o Arata ca ultima cifra a luin poate fidsau 6. ... ....... ... 1p

o Pentru fiecare exemplu corect cu ultima cifra a lui n egala cu 4 respectiv 6 se acorda
CALE L. oo 2p

]

Problema 2

Daca numérul natural a are n cifre, iar numarul natural a* are m cifre, aritati ca suma
m + n nu poate fi egala cu 2021.

Demonstatie si barem:

e aarencifre &= 10" <a < 10™. .. i 1p
o Atunci 10774 < at < 10%. L 1p
o Prin urmare numarul a* poate avea 4n — 3,4n — 2,4n — 1 sau 4n cifre. ... ......... ... 1p
e Decim+mnesteegal cudn—3,5m—2,5n—18audn. ... ..o a 1p
e adica este de forma M5+ 2, M5+ 3, Ms+4sau Ms. ... ... o 1p
e Cum 2021 = M5 + 1 = suma m + n nu poate fi egala cu 2021. ... ................ ... 2p
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Problema 3

Se poate pava o tabla dreptunghiulara de 48 de patratele (m x n, unde m si n sunt numere
naturale mai mari sau egale cu 2), utilizdnd piese de 4 patratele, de forma (tip 1), respectiv
(tip 2), astfel incat sa folosim un numar egal de piese din fiecare tip?

tipl tip2

Observatie: Prin pavare intelegem acoperirea completa, cu piese, a tuturor patratelelor tablei,
astfel incat sa nu existe piese care se suprapun sau care ies partial in afara tablei.

Demonstratie:

48 : 4 = 12 (piese de ambele tipuri), deci trebuie folosite 6 piese de tipul 1 si 6 piese de tipul 2.
O tabla dreptunghiulara cu 48 de patratele poate avea urmatoarele dimensiuni: 8 x 6, 12 x 4,
16 x 3 sau 24 x 2, deci avem de analizat urmatoarele 4 cazuri:

o Pentru tabla de forma 8 x 6 raspunsul este DA si se puncteaza orice exemplu corect.

e Pentru tabla de forma 16 x 3, vom demonstra ca NU se poate. Coloram tabla in felul
urmator: prima linie cu negru, a doua cu alb si cea de-a treia tot cu negru. Vom avea
astfel 32 de patratele negre si 16 albe.

O piesa de tipul 1 poate acoperi fie 3 patratele albe si una neagra, fie 3 patratele negre si
una alba, iar o piesa de tipul 2, indiferent cum este asezata, va acoperi 2 patratele albe si
2 patratele negre.

Cele 6 piese de tipul 1 pot acoperi cel mult 18 patratele negre, iar cele 6 piese de tipul 2
acopera 12 patratele negre, deci, in total, putem acoperi cel mult 30 de patratele negre.
Cum noi avem de acoperit 32 de patratele negre, rezulta ca tabla nu se poate pava.

e Pentru tabla de forma 24 x 2, putem incepe fie cu o piesa de tipul 1, dupa cum urmeaza

fie cu o piesa de tipul 2, situatie in care va ramane o patratica neacoperita.
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Daca am inceput cu piesa de tipul 1 si continuam cu o piesa de tipul 2, iarasi ramane o
patratica neacoperita.

Daca vom continua tot cu o piesa de tipul 1, revenim in situatia de la inceput.

In concluzie, nu putem pune pe tabla piese de tipul 2 fara si ramani patratele neacoperite,
prin urmare tabla nu se poate pava.

Barem:
o Gaseste un exemplu corect de pavare pentru o tabla de forma 8 x 6. ... .......... ... 2p
o Gaseste un exemplu corect de pavare pentru o tabla de forma 12 x 4. ... ......... ... 2p
o Argumenteaza corect ca o tabla de forma 16 x 3 nu poate fi pavata. ... ........... ... 2p
o Argumenteaza corect ca o tabla de forma 24 x 2 nu poate fi pavata.. ... .......... ... 1p
]
Problema 4

Aflati numerele naturale * < y < z avand suma 2021, stiind ca indeplinesc simultan
urmatoarele conditii:

o Fiecare numar are cifrele distincte;

« Exista 3 cifre distincte a, b, c astfel incat fiecare cifra a numerelor x,y si z este a,b
sau c.

Demonstratie:

Deoarece 99 + 99 4 999 < 2017 = trebuie sa avem cel putin 2 numere de 3 cifre.

Daca toate cele 3 numere vor fi de 3 cifre = aceste cifre vor fi a, b, ¢, deci numerele vor avea
aceleasi cifre (dar in alta ordine) = numerele vor avea acelasi rest la Impartirea cu 3 = suma
numerelor va fi divizibila cu 3. Cum 3 4 2021 = nu se poate = exact 2 numere vor fi de 3
cifre.

Deoarece 98 + 897 4 987 < 2021 == cele doua numere de 3 cifre trebuie sa aiba amandoua
prima cifra egala cu 9.

Avem de rezolvat ecuatia z + 9bc + 9cb = 2021, unde b < ¢ < 9 cifre si x < 98, <=
11(b+c)+x=221. Cumz < 98 = 11(b+c¢) > 123 = b+c > 12 = b+ c € {12,13, 14, 15}.

e btc=12=2=89= c=8= b=4= 89 + 948 + 984 = 2021. Deci avem solutia
r =289,y =948, » = 984.

e bt+tc=13=—= 2 =78 dar 7T+8 # 13
e b+c=14=2=067,dar 6+ 7 # 14

e b+c=15= x =56, dar 5+ 6 # 15, deci solutia gasita anterior este unica.
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Barem:
e Demonstreaza ca sunt cel putin 2 numere de 3 cifre. .......... ... ...l 1p
o Demonstreaza ca sunt exact 2 numere de 3 cifre. ... ........ ... L 2p

o Demonstreaza ca cele doua numere de 3 cifre trebuie sa aiba amandoua prima cifra

EZAlA CU . L e 1p
o Scrie ecuatia z + 9bc + 9cb = 2021, unde b < ¢ < 9 cifre si < 98 si demonstreaza ci
b4 c € {12,183, 14, 1D} o 1p
o Analizeaza cazul b+ c = 12 si gaseste solutia z =89, y =948, 2 =984. ... ........ ... 1p
o Analizeaza cazurile b+ c =13, b+ c = 14 si b+ ¢ = 15 si nu identifica solutii In
ACESEE CAZUTT. ... e e 1p
O
Problemele 1-4: ... . 4 X Tp = 28p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... . Op
Total: 28p
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