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§1 Solutii

Problema 1
a) Scrieti numarul 2021 ca suma de puteri distincte cu baza (—2).

b) Aratati ca numarul 2021 nu se poate scrie ca suma de puteri distincte cu baza (—3).

Demonstratie si barem:

o a) 2021 = (=2)12 4+ (=2)M + (=2)° + (=2)2 + (=2)0 3p

o b) (=3)F = Mz, pentruorice k > 1. ... oo 1p

+ O suma de puteri distincte cu baza (—3) ar putea avea ca termen pe (—3)° sau nu. In

concluzie, o suma de puteri distincte cu baza (-3) poate avea urmatoarele forme: M; sau

M+ (=3)0 = M+ L. o 2p
e Cum 2021 = M3+ 2 = 2021 nu se poate scrie ca suma de puteri distincte cu baza
() et e 1p
Problema 2
Pe o tabla sunt scrise numerele de forma n(n + 1), cu n = 1,2,3,...,2020. Un copil alege
b
trei numere a, b si ¢ de pe tabla, le sterge si scrie pe tabla numarul L. Dupa 1009
’ ’ ’ ab+ ac + be
astfel de operatii, unul dintre numerele ramase pe tabla este 47.
a) Calculati suma inverselor numerelor scrise initial pe tabla.
b) Aflati celelalte numere ramase pe tabla.
Demonstratie:
a)
! + ! + ! +ot ! =
1-2 23 3-4 2020 - 2021
_2—14_3—24_4—3+ +2021—2020_
1.2 2-3 0 3.4 2020 - 2021
1 N 1+1 1+ N 1 1 _1 L 2020
1 2 2 3 3 4 2020 2021 2021 2021

b) La fiecare operatie se sterg 3 numere si se adauga 1, deci dupa 1009 operatii se pierd

1009 - 2 = 2018 numere din cele 2020 scrise initial = pe tabla raman 2 numere.

ab + ac + be 1 1 ) 5 ) ) 5 5
Deoarece abe " a + i + — = inversul numarului scris pe tabla dupa stergerea
abc a c
numerelor a, b, ¢ este egal cu suma inverselor celor 3 numere =—> suma inverselor numerelor

scrise pe tabla in orice moment este constanta, fiind egala cu suma inverselor numerelor scrise

itial. adics 2020
initi i )

HaL adiet Hao1

& . . o1 L 2020 o C s y

In concluzie, obtinem ca 1 + - = 2091 unde x este celalalt numar ramas pe tabla —-

x
2021 2021

43x + 2021 = 20200 = x = To7 deci pe tabla au ramas numerele 47 si 1977
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Barem:
- : C . . 2020
e a) Demonstreaza ca suma inverselor numerelor scrise initial pe tabla este 2001 2p
e b) Arata ca dupa 1009 operatii, pe tabla raman 2 numere. ... ........... .. ... ... ... 1p
o Demonstreaza ca inversul numarului scris pe tabla dupa stergerea numerelor a,b,c
este egal cu suma inverselor celor 3 numere. ... ... ... ... 2p
o Afirma ca suma inverselor numerelor scrise pe tabla in orice moment este constanta,
2020
fiind egala cu suma inverselor numerelor scrise initial, adica Qal 1p
¢ o . . . 2021
o Demonstreaza ca pe tabla au ramas numerele 47 si Q77 e 1p
m

Problema 3

Fie AABC cu m(<tA) > 90°. Consideram (BE bisectoarea <ABC, E € AC si (CF
bisectoarea <ACB, F € AB, BENCF = {I}. Stiind ca [E = [F, aratati ca AABC este

isoscel.

Demonstratie:

Fie IN L AB si IM 1 AC. Deoarece I este centrul cercului inscris AABC =
(AI bisectoarea <BAC = IN = IM.

Din [[F] = [IE] si [IN] = [IM] £ AIFN = AIEM = <IFN = <IEM = <IFB =
<UEC.

Din </FB = <IEC, [IF] = [IE),si<FIB = <EIC 2 AIFB = ANIEC = [IB] = [IC]
— [BE] = [CF| = AABC isoscel.

Barem:
o Afirma ca (AI este bisectoarea <BAC si ca d(I,AB) =d(I,AC). ... ............. ... 2p
e Demonstreaza ca AIFN = ANIEM — <UFB=<UEC. ... ..................... ... 2p
e Demonstreaza ca AIFB = ATEC. ... .. e 2p
o Finalizare. ... .. 1p

]
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Problema 4

Se considera n unghiuri in jurul unui punct avind masurile in grade exprimate prin n
numere prime distincte. Stiind ca unghiurile formate de bisectoarele oricaror doua unghiuri
adiacente dintre cele n date au masurile in grade exprimate prin numere prime, sa se
determine valorile posibile ale lui n.

Demonstratie:
v ¢ o . . + +
Notam p1, pa, ps3, - . ., pn cele n masuri care sunt numere prime distincte = b 5 pz) b2 5 pg, .
Pn + 4!

sunt numere prime.

o . o .. i + Di .
Daca p; = 2 = p;31 impar (pentru ca numerele sunt distincte) = Pi T D1 ¢ N, deci

2
p; > 2, iar toate biT Pir1

> 2 si sunt prime, deci impare.
Numerele prime impare sunt fie 3, fie de forma M5 + r, unde r € {1,5,7,11}. Daca exista
doua numere p; = Myo + 11 81 pip1 = Mig + 19, 11 # 19, cury,79 € {1,5,7,11} atunci
My + 1y + Mg + 1o
2
contradictie = toate numerele p; sunt de forma M5 + 7, cu r € {1,5,7,11} sau, eventual,
unul dintre numere este egal cu 3.
Daca toate numerele prime sunt diferite de 3 = 360 = Mo + nr = n = Mi5. Dar cea mai
mica suma a 12 numere distincte de forma Mis + 7, cu r € {1,5,7,11} este

12412 (0414 ---+11) = 12- 67 > 360,

€ {Mis +2; Mo + 3}

ceea Cce Nnu se poate.

1 5+1
Daca unul dintre numerele prime p; este 3, atunci, deoarece R 2 si L 3,

—re {711} iar 3+ M3+ (n — 1)r =360 = n — 1 = M3 si n par = n € {4,10,...}.
Daca n > 10, cea mai mica suma a 9 numere distincte de forma My + r, cu r € {7,11} este
634+ 12-(0+1+---+8) =495 > 357, nu se poate = n poate fi doar 4 .
Pentru n = 4 avem, de exemplu, unghiurile cu masurile de 3, 59, 167 si 131, iar masurile
unghiurilor formate de bisectoare vor fi de 31, 113, 149, respectiv 67 de grade.

Barem:
o Exprima masurile unghiurilor formate de bisectoare in functie de masurile celor n
TN IUTT. Lo e 1p
o Justifica faptul ca masurile celor n unghiuri sunt mai mari decat 2 si ca masurile
unghiurilor formate de bisectoare sunt numere impare. ... ......... ... .. i L. 1p
o Demonstreaza ca toate numerele p; sunt de acceasi forma M, + r, cu
r € {1,5,7,11} sau, eventual, unul dintre numere este egal cu 3. ... ..................... 1p
o Demonstreaza ca masura unui unghi este egala cu 3. ... ... ... ... ..l 1p
o Demonstreaza ca n este Mg+ 4. ..o o 1p
o Demonstreaza Ca n = 4. ... .. 1p
o Gaseste un exempPlu. ... ..o 1p
O
Problemele 1-4: .. .. . 4 x Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ .. .. Op
Total: 28p
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