Concursul de Matematica
Upper.School
Editia 2020

Etapa Il

CLASA A-V-A

22 martie 2020

§1 Solutii

Problema 1

In cutia Marei sunt piese de lego de cinci culori diferite. Piesele de aceeasi culoare
sunt de aceeasi lungime. Nu exista doua piese de culori diferite care sa aiba aceeasi
lungime. In tabelul de mai jos se regisesc dimensiunile pieselor de lego dupa culoare.
Piesele de lego pot fi lipite una de cealalta asa incat impreuna sa formeze un turn.
De exemplu, daca aleg 2 piese albastre si 3 galbene turnul obtinut prin lipirea lor
are lungimea 2 -9+ 3 -5 = 33 cm.

a) In cate moduri se pot alege piese de lego verzi si galbene care sa formeze un
turn cu lungimea de 29 cm?

b) Care este numarul maxim de piese ce pot fi alese din culorile verde, roz, mov si
albastru, cel putin cate 81 din fiecare culoare, astfel incat sa formam un turn
cu lungimea de 2020 cm?

Verzi Roz Galbene Mov Albastre
3cm 4 cm S5cm 8cm 9cm

Demonstratie.

a) Notam cu v numarul pieselor verzi si cu g numarul pieselor galbene.
Pentru a obtine un turn de 29 cm trebuie ca
3v 4+ 5g = 29
Cum 3v € Mjs si 29 € M3+ 2, obtinem 5g € M3+ 2. Pentru ca 5 € M3+ 2, obtinem
ca g € M3+ 1. In plus, bg < 29, asadar g € {1,4}.
Pentru g = 1, ecuatia se rescrie 3v +5-1=29 = v = 8.
Pentru g = 4, ecuatia se rescrie 3v +5-4 =29 — v = 3.

Obtinem astfel doua moduri de a forma turnul de 29 cm.
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b) Notam cu 81 + v numarul de piese verzi, 81 + r numarul celor roz, 81 + m numarul
celor mov si 81 + a numarul celor albastre. Avem de rezolvat ecuatia:

3-8l+v)+4-(81+7r)+8-(81+m)+9-(81+a)=2020

<= 3v+4r+8m+9a =76
<~ 3(w+r+m-+a)+r+5m+6a=76

v+7+m+a este maxim cand 7+ 5m + 6a este minim. Cum 3(v+r+m+a) € M;
si 76 € M3 + 1, obtinem ca r + 5m + 6a € Ms + 1. Astfel, valoare minima a lui
r+5m+6aestel, candr =1, m=a=0siv =24

In total avem 105 piese verzi, 82 roz, iar mov si albastre cite 81 din fiecare, adica
349 de piese.

Barem:
a) Demonstreaza ca multimea solutiilor este {(3,4), (8,1)}.
Observatie: Daca scrie corect ecuatia dar nu afla solutiile datorita unor greseli de calcul

SE GCOTAG 1P o o 2p
b) Scrie ecuatia 3v +4r +8m +9a =T6. .. ... . 2p
Afirma ca v +r +m + a este maxim cand r + 5m + 6a este minim. ............... 1p
Demonstraza ca minimul lui 7 +5m +6a este 1. ... ... 1p
Gaseste raspunsul corect. ........ ... 1p
O

Problema 2

Un numar natural nenul 7 se numeste "sofisticat" daca exista numerele prime impare
D, q si r, consecutive si distincte doua cate doua, astfel Incat resturile impartirii lui n
la p, q si, respectiv, 3r sa fie egale cu g, r, respectiv, p.

a) Determinati un numar natural "sofisticat".

b) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale "sofisticate".

Demonstratie. Din Teorema Impartirii cu rest obtinem ca
n=p-ki+gq (1)

n=q-ket+r, (2)
n=3r-ks+p (3)

Astfel, r < g <p<3r. (4)
Adunam la fiecare dintre relatii numerele: p — ¢ la (1), ¢ — r la (2) si 3r — p la (3) si
obtinem echivalentele:

n+p—q=pk+1)

n+q—r=qlks+1),

n+3r—p=23r(ks+1).
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a) Pentru a gasi un exemplu, incercam cu cele mai mici numere prime consecutive
impare, 3,5,7, care respecta inegalitatea (4).

Ecuatiile initiale devin
Astfel, numarul n = [5,7,9] — 2 = 313 respecta cerinta.

b) Toate numerele de forma n = 315k — 2 respecta cerinta, in mod evident, de la

punctul a).

Barem:

Scrie corect teorema Impartirii cu rest pentru cele 3 relatii. ...................... 0.5p

Scrie corect inegalitatile care rezulta din teorema Impartirii cu rest, si anume r < g <

2SS T P 1.5p

Scrie relatiile n+p—q=pk1+1),n+q—r =qlke+1),n+3r—p=3r(ks+1). ... 2p

a) Gaseste Un eXemPIU COTEC. ... ittt 1.5p

b) Scrie ca toate numerele de forma n = 315k — 2 sunt "sofisticate". ............. 1.5p
O

Problema 3

Gasiti cel mai mic numar natural nenul n pentru care primii sai 6 divizori respecta
urmatoarele conditii:

1:d1<d2<d3<d4<d5<d6<...;

ds + dy = ds + 6;
dy+ds =dg+ 7.

Demonstratie. Mai Intai observam ca dy = 2, In caz contrar, toti divizorii ar fi impari si
se observa usor ca ar fi imposibil.

Acum, d3 > 6 din prima relatie, de unde obtinem ca ds este prim. Daca d, este par,
atunci dy = 2d3 si ar insemna ca 3d3z = ds + 6, de unde 3 | ds, imposibil, deoarece d3 > 6.
Astfel, d, este impar si d5 este par. Atunci, ds = 2d3 si obtinem

d4:d3+6 Sl d6:3d3—1

Asadar, dg este par, de unde dg = 2d4. Obtinem ds = 13 si dy = 19.
In concluzie, n minim este 494.

Barem:

Argumenteaza Ca do = 2. ... 1p
Argumenteaza ca d3 este NUMAT Prilll. ...ttt e 1p
Argumenteaza ca dy este NUMAT IMPAT. .. ....ooutint i o 0.5p
Argumenteaza ca ds este NUMAT PAT. ... ...ttt e 0.5p
Scrie Ca dy = 2d3. ..o 1p
Argumenteaza ca dg €Ste PAT. ...t 0.5p
Scrie ca dg = 204, <o 1.5p
Obtine d3 = 13,ds = 19. ... 0.5p
Gaseste numarul minim n =494, ... .. o 0.5p



Concursul de Matematica Upper.School Etapa III

Editia 2020

Clasa a-V-a

]

Problema 4

a) Demonstrati c& numerele 2, 20, 2020, 20 si 2020 au proprietatea ci oricum
am alege doua dintre ele, notate In continuare a si b, atunci fie suma cifrelor
lui a divide suma cifrelor lui b, fie suma cifrelor lui b divide suma cifrelor lui a.

b) Care este numarul maxim de numere pe care le putem alege dintre numerele

naturale 0,1,2,...,100, astfel incat oricum am alege doua dintre ele, notate
in continuare a si b, atunci fie suma cifrelor lui a divide suma cifrelor lui b, fie
suma cifrelor lui b divide suma cifrelor lui a?

Demonstratie.

a)

Sumele cifrelor numerelor scrise sunt 2, 2, 4, 4, respectiv, 16. Toate aceste numere
sunt puteri ale lui 2 si deci oricum am alege 2 dintre ele In mod sigur unul dintre
ele 1l divide pe celalalt.

Suma cifrelor numerelor de la 0 la 100 ia toate valorile de la 0 la 18.

Pentru fiecare k = 0, 18, notam A; multimea numerelor de la 0 la 100 care au suma
cifrelor k. Atunci, card A este:

e 1, pentru k = 0;

e 3, pentru k = 1;

e k+ 1, pentruk=2,3,...,9;

e 19—k, pentru k =10, 11,...,18.

Pentru a determina numarul maxim de elemente cerut, vom construi un lant de
forma ky | ko | --- | kp, de elemente din multimea {1,2,..., 18}, astfel incat suma
S =card Ay, + card A, + -+ card Ay, sa fie maxima. In plus, 0 poate fi adiugat
ca ultim element la orice lant, asa ca il putem ignora.

Evident, k, € {10,11,...,18} si k,_; € {5,6,...,9}, intrucat fiecare numar din
multimea {5,6,...,9} are dublul in multimea {10, 11,...,18}.

Situatiile in care k, este prim se exclud, intrucat conduc, vizibil, la sume "mici".
Sa observam ca este mai avantajos sa consideram k,_; un numar "cat mai mare".

Raman de analizat lanturile:
e 18 —9—3 —1, pentru care se obtine S = 18;
e 16 —8 —4—2—1, pentru care se obtine S = 23;
e 15—5—1, pentru care se obtine S = 13;
e 14 — 7 —1, pentru care se obtine S' = 16;
e 12 -6 —3 — 1, pentru care se obtine S = 21;
e 10 — 5 — 1, pentru care se obtine S' = 18.
Numarul maxim de elemente cerut este, astfel, 24 si cuprinde numerele cu suma

cifrelor 0,1,2,4,8 si 16. Multimea maximala este

{0,1,10,100,2, 11, 20,4, 13,22, 31, 40, 8, 17, 26, 35, 44, 53,62, 71, 80, 79, 88, 97}
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Barem:
a) Scrie ca sumele cifrelor numerelor scrise sunt 2, 2, 4, 4, respectiv, 16 si justifica ca se
indeplineste proprietatea. ........ ... 1p
b) Scrie ca suma cifrelor numerelor de la 0 la 100 ia toate valorile de la 0 1a 18. ... 0.5p
Scrie card Ag = 1sicard Ay = 3. .. 0.5p
Scrie card Ay =k + 1 pentru bk =2,3,...,9. 0.5p
Scrie card A, =19 — k pentru k= 10,11,...,18. ... ... . 0.5p
Analizeaza toate lanturile posibile. ......... .. . 3p
Afirma ca 24 este numarul maxim si scrie un exemplu de astfel de numere. ........ 1p
O
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