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§1 Solutii

Problema 1

Aflati suma numerelor intregi « care sunt solutii ale inecuatiei 1+ 8x < 358 — 2x < 62 + 94.

a) 138 b) 67 ¢) 69 d) 102

Demonstratie. 1+ 8x < 358 — 22 < 6x +94 < 1+ 8z < 358 — 2z si 358 — 2z < 6x + 94.
e 1+82r <358 -2z <= 10x < 357 «— xg?f)()?,darer — x < 35.

264
e 38 —2x <6r+94 <— 2064 <8r <— ZSx,dara:EZ — 33 < x.

Am obtinut astfel ca valorile Intregi ale lui x sunt 33, 34 si 35. Suma numerelor intregi care sunt
solutii ale inecuatiei din enunt este 33 + 34 4 35 = [102].

RASpuns corect: [d) | ... ..o 5p

Problema 2
Media geometrica a numerelor a = v/3 si b = /27 este egald cu:

a) 81 b) 3v/3 c) 3 d) 9

Demonstratie. mg = va-b= \/\/§ V2T = \/\/8_: V9 = .
RaASPpUNS COTECt: | C) | .. o 5p

Problema 3

Media aritmetica a 2023 numere reale pozitive este 2022. Daca suma a doua dintre numere
este 4044, sa se determine media aritmetica a celorlalte 2021 numere reale.

a) 2021 - 2022 b) 2022 c) 2020 - 2022 d) 2020

Demonstratie. Fie aq,as, ..., asps cele 2023 numere si a; + ay = 4044. Atunci:

a1+a2+...—|—a2023
2023
CL1—|—CL2+...+CL2023:2022‘2023 <~

as + as + ...+ a9z = 2022 - 2023 — 4044 <—
CL3+CL4+...+CL2023:2022'(2023—2> <~
as + ayg4 + ...+ aggesy = 2022 - 2021.

= 2022 <=

Media aritmetica a celorlalte 2021 numere reale este

a3 + G4 + ...+ Q2023 2021 - 2022
= =[2022].
2021 2021
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RASpuUns corect: [ D) | ... 5p

Problema 4

Un patrulater convex ABCD are masura unghiului ZBCD egala cu 80°. Bisectoarele
unghiurilor ZBAD si ZADC se intersecteaza in punctul P, iar masura unghiului ZAPD
este de 85°. Care este masura unghiului ZABC?

a) 95° b) 105° c) 90° d) 100°

Demonstratie.

In AAPD suma masurilor unghiurilor este de 180°, deci m(ZPAD)+ m(ZPDA) = 180° —
m(£LAPD) = 180°—85° = 95°. Cum (AP si (DP sunt bisectoarele unghiurilor ZBAD, respectiv
ZADC, obtinem:

m(£BAD) + m(LADC) =2 - m(LPAD) + 2 - m(ZPDA) =2 - 95° = 190°.

In final:
m(£LBAD) + m(LADC) +m(£DCB) + m(LCBA) = 360° <—

m(£LABC) = 360° — m(£BAD) — m(LADC) — m(£DCB) = 360° — 190° — 80° =[90°].

RASPUNS COTECt: [C) | ..ot e e 5p

Problema 5

In triunghiul ascutitunghic AABC, bisectoarea unghiului ZBAC intersecteazi dreapta BC
in punctul D. Daca M si N sunt simetricele punctului D fata de dreptele AB, respectiv
AC| iar triunghiul AM AN este echilateral, determinati masura unghiului ZBAC.

a) 60° b) 30° c) 45° d) 12°

Demonstratie.

i
;
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Vom nota cu {E} = DM NABsi {F} = DNNAC. AB 1L MD, ME = ED = ADB este
mediatoarea lui (M D) = AAMD este isoscel cu AM = AD si (AE bisectoarea unghiului
/MAD = /MAE = /DAE. (1)
Analog obtinem Z/DAF = ZNAF. (2)

m(LMAD) m(£LNAD)

Din (1) si (2) rezulta m(£LBAC) = m(£LBAD)+ m(£LCAD) = 5 + 5 =
/MAN 60°
S B e
RASpUNS corect: [ D) | ... 5p
H
Problema 6
Fie x1, xa, x3,..., Togee € {—1,1}. Consideram numerele a; = zy - x93, ay = 3 - T3,. ..,
(2022 = To022 + 1. Valoarea produsului P = a; - ag - ... agoy este egala cu:
a) 0 b) —1 c) 2022 d) 1
Demonstratie. P =ay-as- ... aspeo = (x1- T+ ... - x2022)2 = .
Raspuns corect: [d) | . ... 5p
O
Problema 7

Valoarea numarului A, unde

1 1 1 1
A_<1_22—1> (1_23—1> (1_24—1>“'<1_22w2_1)

a
este —, unde a si b sunt numere naturale prime intre ele. Rezultatul calculului (b+1) : a

este egal cu:

1
a) . b) 22 c) 22022 d) 2
Demonstratie.
4= (1-55) (-59) (-5 m) - (g ) =
B 22 1 23 1 o4 _ 1) 92022 _ |
A_22—2 25 -2 242 22022 _ 9
221 231 241 T 2202
A_Q.(2—1) 2.(22-1) 2-(28-1) 2. (22021 _ 1)
221 23— 1 24 _ 1 92022 _ |
92021
Dupd simplificare obtinem A = PTTREE Numerele 2292! i 22022 — 1 sunt prime intre ele pentru

ca primul are ca factor prim in descompunere doar pe 2 si al doilea este numar impar, deci
a =222 gi h =222 _ | De aici avem (b4 1) :a = (22022 —1+41): 22021 = [2]

Raspuns corect: [d) | ... op
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Problema 8

Intr-un dreptunghi se duce o paraleld la una din laturi, care il imparte in doud dreptunghiuri
cu ariile de 12 cm? si respectiv 36 cm?. S se afle perimetrul maxim al dreptunghiului initial,
stiind ca unul dintre cele doua dreptunghiuri este patrat.

a) 10v/3 b) 20v/3 c) 28 d) 34

Demonstratie. Este evident ca paralela se duce la latura mai mica a dreptunghiului. Vom nota
cu a latura patratului si cu b a doua dimensiune a dreptunghiului care se obtine prin trasarea
paralelei.

o daci patratul din descompunere are aria egald cu 12 cm?, atunci a®> = 12 <= a = 2V/3.

36
Dina-b=36cm?> = b= ﬁ <= b= 6+/3. Dimensiunile dreptunghiului mare sunt
2V/3 si 8\/3, de unde perimetrul este 204/3 cm.

a b
2 2
al 12 em 36 cm a
a b

« daca patratul din descompunere are aria egald cu 36 cm?, atunci a? = 36 <= a = 6.

Dina-b=12cm? = b= — <= b= 2. Dimensiunile dreptunghiului mare sunt 6 si
8, de unde perimetrul este 28 cm.
a b
al 36 cm? 2 NE
cm
a b

Vom demonstra c& 20v/3 > 28 <= 53 > 7 <= 75 > 49, inegalitate adevirata, de unde

concluzionam ca perimetrul maxim al dreptunghiului initial este 20V3|.

RAspuns corect: [D) | ... 5p

Problema 9

In triunghiul echilateral AABC consideram punctul M € (BC). Fie MP 1 AC, P € AC
si MP N AB = {D}. Stiind ca& AB = 488 cm si C'P = 127 cm, aflati lungimea segmentului
(BN), unde N este mijlocul segmentului (DM).

a) 361 cm b) 127 cm c) 117 cm d) 244 cm

Demonstratie.
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A
60°
P
B 30°
M C
N

In APMC obtinem m(ZCMP) = 180°— m(ZMPC) — m(£ZMCP) = 180°— 90°— 60° = 30°.
Unghiurile ZOM P si ZBM N sunt opuse la varf, deci sunt congruente = m(£BMN) = 30°.
Pe de alta parte, unghiul ZM BD este unghi exterior triunghiului AABC — m(ZMBD) =
180° —m(£LABC) = 180° —60° = 120°. In AM BD obtinem m(ZBDM) = 180° —m(Z/DBM)—
m(£BMD) = 180°— 120°— 30° = 30°. Cum £ZBDM = ZBMD = ABDM este isoscel cu
(BD) = (BM), deci mediana (BN) este si inaltime, de unde obtinem BN L DM.

In AMPC aplicam teorema unghiului de 30° si rezulta MC = 2 - PC = 254 cm. In plus,

BM = BC' — MC = 488 — 254 = 234 cm. Vom aplica Inca o data teorema unghiului de 30° in
BM 234

AMNB = BN = —— = [117 cm|.

2 2
RASPUNS COTECE: [ C) | ..o op

Problema 10

Fie patratul ABCD. Pe diagonala (AC') se considera punctele F si F, astfel incdt AE =
CF = AB. Masura unghiului ZEDF este egala cu:

a) 30° b) 45° c) 60° d) 75°
Demonstratie.
A B
F
E
D C

Stim ca toate cele patru laturi ale unui patrat sunt congruente, de unde rezulta ca AD =

AE = AADE este isoscel de bazi DE, deci ZADE = Z/AED. In triunghiul dreptunghic

isoscel AADC' obtinem m(£DAC) = 45°. Determinam masura unghiului ZAED in AAED :
180° — m(£LDAE) 180° — 45°

m(LAED) = 5 = 5 = 67°30’. In mod similar se determina si

m(£/DFC) in ACDF. In final, obtinem m(/EDF) = 180°~ m(/DEF)— m(/DFE) =
180°— 67°30' — 67°30' = [45°]

RAsSpuUns corect: [ D) | ... 5p

Solutii - Clasa a VII-a http:\ \upper.school Pagina 6


https://upper.school/concursuri/concursuri-upper-school-2022-2023/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2022-2023 Etapa I

Problema 11

Pe segmentul (C'D) se considera punctul B, iar in afara dreptei C'D consideram punctul
A astfel incat AB = AC' = BD. M este mijlocul segmentului (AC) si DM L AC. Masura
unghiului ZBAC este egala cu:

a) 72° b) 18° c) 36° d) 54°

Demonstratie.

D B C

AB = AC = AABC este isoscel de baza (BC) — ZABC = ZACB. Vom nota
m(LACB) = z. Unghiul ZABC' este unghi exterior triunghiului AABD =— m(ZABC) =
m(£LBAD)+ m(£BDA). Dar AB = BD = ABAD este isoscel si ZBAD = ZBDA.
Obtinem, astfel m(£ZBAD) = g

In AABC avem m(/BAC) = 180°—~m(ZACB)— m(/ABC) = 180°—2z, (1) deci m(LCAD) =
m(LCAB)+ m(£BAD) = 180° — 2z + g = 180° — 3;

In ADAC inaltimea DM este si mediana, deci AADC este isoscel cu DA = DC —
3 5 .
/DAC = /DCA = 180° — g — 1 = 180° = g e 2 =72° In final, din (1) rezults

m(Z/BAC) =|36°].
RASPUNS COTECE: | C) | ..o o5p

Problema 12

Se considera ecuatia V& — 2+ /2 — y = 3, unde z,y € Z. Numarul de perechi (x,y) care
sunt solutii ale ecuatiei este egal cu:

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5

Demonstratie. Daci a,b € Nsi Ja+vVbeEN = JaeNsivbeN.
Din conditia de existenta a radicalului obtinem z > 2 si y < 2. In plus, cum /2 — 24++/2 —y = 3

siv2—y>0 = 2—y < 3.
e V2—y=0+<4= 2—y=0<+= y=2sivr—2=3 <= 2—-2=9 < x=11.

e V2—y=1<4= 2—y=1<4+= y=1lsivr—2=2 << rv—-2=4 <= z=0.
e V2—y=2 <= 2—y=4 <= y=-2sivVr—-2=1<+= r-2=1 < xr=3.
e V2—y=3+<4= 2—y=9 <= y=-"TsivVr—2=0+<4= 1-2=0 = =2

Solutiile sunt (z,y) € {(11,2), (6,1), (3,—2), (2,—7)}, deci numarul de perechi care sunt solutii
ale ecuatiei este [4].

RASPUNS COTECE: [ C) | ..o op
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Problema 13

Determinati suma cifrelor a si b astfel incat

o
S
|
=
>

a) 13 b) 7 c) 8 d) 12

Demonstratie. VbTb = ab <= b7b = ab = be {0,1,5,6}. Dar b este prima cifra a unui
numar natural, deci nu poate fi 0. Ramane sa verificam pentru celelalte valori.

« 171 nu este patrat perfect pentru ca se incadreaza intre patratele perfecte consecutive 132
si 142

« 575 nu este patrat perfect pentru ca se incadreaza intre patratele perfecte consecutive 232
si 242.

e Pentru b = 6 obtinem solutie pentru ca 676 = 262.

Suma cifrelor a si b este .
RASPUNS COTECE: [ C) | ..o op

O
Problema 14
y ) — 2022 .
Valoarea numarului natural abc pentru care — = a — b+ c este egala cu:
abc
a) 677 b) 337 c) 373 d) 674
2022 2022 —
Demonstratie. Din — = a—b+c = — € N = abc | 2022. Factorizarea lui 2022 este
abc abc

2022 = 2 - 3 - 337, iar abc este numar de trei cifre. Divizorii de trei cifre ai numarului 2022 sunt
337 si 674. Pe de alta parte si a — b+ ¢ | 2022, de unde rezulta ca solutia unica a problemei este

Labe = 674

Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 15

Fie AABC un triunghi de arie 10 cm?. Dacd AM || BC si N este mijlocul segmentului
(CM), atunci aria triunghiului ABM N este egala cu:

10 )
a) = cm? b) 5 cm? c) 10 cm? d) > cm?
Demonstratie.
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A M

B L C

AM | BC = d(A,BC) = d(M,BC) = Apyc = BC-d(2M, BC) _ BC-d(A BC)

Aapc = 10 cm?. Stim c& mediana imparte un triunghi in doud triunghiuri echivalente (au

. , Apmc
aceeasi arie), deci Agyny = = .

2
RASpUns corect: [ D) | ... 5p

Problema 16

Se da trapezul ABC'D in care AB | CD, AD = CD = BC, m(£A) = 60°, M este mijlocul
lui (AB) si AC'N BD = {O}. Raportul ariilor patrulaterelor BMOC si ABC'D este egal
cu:

a)

O W~

d)§

W

c)

Noll )

b)

Demonstratie.

[
A D' M c B
Vom nota cu {V} = ADNBC. Cum ABC D este trapez isoscel obtinem ca ZVAB = /VBA =

AV AB este isoscel cu un unghi de 60° = AV AB este echilateral.
Construim DD’ | AB, D' € AB si aplicam teorema unghiului de 30° in AADD' —

AD BC .
AD" = ——. Construim si CC’" 1L AB, C" € AB si, in mod, similar obtinem CC’ = - In
plus, DD’ || CC" (drepte perpendiculare pe aceeasi dreapta), DC' || D'C' —> DD'C'C este
AB

paralelogram si DC' = D’C". Obtinem astfel AB = AD'+D'C'"+C'B =2-DC, deci DC = =

DC || AB = (DC) este linie mijlocie in AV AB (reciproca teoremei liniei mijlocii), deci D
este mijlocul lui (V' A) si C este mijlocul lui (VB) = AC este mediana. La fel rezulta si ca
(BD) este mediana, deci punctul O este centrul de greutate al triunghiului AV AB.

Stim ca mediana Tmparte un triunghi in doua triunghiuri de suprafete egale, deci Apan =

-AOBM = AOBC = onc = AOVD = -AOAD = a. Deci, ABMoc = .AOMB+ AOCB = 2a.

6 3 3 9
Pe de alta parte Aype = VQDB = AZAB = Za = ?a = Aupcp = 6a — ?a = ?a.

- . . Apmoc |4
In cele din urma, =|=|

Aapcp 9

RASPUNS COTECt: [Q) | ...t e e op
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]
Problemele 1-16: ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... ... . . .. 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 2 ore
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