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§1 Solutii

Problema 1

La ora de educatie fizica toti cei 22 de copii din clasa se aseaza In linie. Sunt 18 fete si 4
baieti. Fiecare baiat numara cate fete are in dreapta lui pana la capatul randului si numerele
obtinute sunt 3, 6, 12 si 15. Apoi, fiecare fata numara cati baieti are in stanga sa. Care este
suma numerelor pe care le-au obtinut fetele?

Demonstratie. Distributia copiilor in linie este: 3 fete, 1 baiat, 3 fete, 1 baiat, 6 fete, 1 baiat, 3
fete, 1 baiat, 3 fete.

Primele 3 fete i numara pe toti cei 4 baieti, urmatoarele 3 fete numara doar pe cei 3 baieti
din stanga lor, nu si pe cel din dreapta, urmatoarele 6 fete au fiecare cate 2 baieti in stanga,
urmatoarele 3 au un singur baiat in stanga, iar cele din extremitatea stanga nu au niciun baiat in
stanga lor. Astfel, suma numerelor gasite de fete este 3-4+ 3-3+6-24+3-1=1249+12+3 =

36}

RaAspuUns corect: |36 | ... op

Problema 2

O veverita are de trei ori mai multe nuci decat alune. In fiecare zi ea mananca 6 nuci si 4
alune. Dupa cateva zile veverita ramane cu 60 de nuci si 4 alune. Cate nuci si alune a avut
veverita in total la Tnceput?

Demonstratie. Daca vom nota cu z numarul de zile in care a mancat cate 6 nuci si 4 alune, atunci,
la inceput, veverita avea 6 - z+ 60 nuci si 444 - z alune. Stim ca numarul nucilor era de 3 ori mai
mare decat numarul alunelor, adica 60 +6-2=3-(4+4-2) < 60+6-2=12+12-2 <

60—12=12-2—6-2 <= 48 =6-2z <= 2z = 8. La inceput veverita a avut 60+6-8+4+4-8 =
nuci si alune.

Raspuns corect: | 144 | ... ... 5p

Problema 3

. — — . o . o —2
Fie S = ab + ac, unde ab si ac sunt numere prime diferite cu proprietatea ca 10 | ab”™ + ac>.
Determinati cea mai mare valoare a lui S.

Demonstratie. Pentru a obtine valoarea maxima a lui S trebuie ca ab si ac si fie cAt mai mari
pentru ca au aceeasi prima cifra. Pentru a = 9 exista un singur numar prim, 97, ori numerele
din problema sunt diferite. Numerele prime de doua cifre care au cifra zecilor egala cu 8 sunt 83
si 89, iar suma patratelor lor este 832 + 892 = 6889 + 7921 = 14810, care este divizibild cu 10.
Cea mai mare valoare a lui S este .

Raspuns corect: | 172 ... . .. 5p

Problema 4

Care este cel mai mic numar natural care are acelasi numar de divizori ca si numarul 20237
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Demonstratie. Descompunerea in factori primi a numarului 2023 este 7 - 172. Divizorii naturali
ai lui 2023 sunt 1, 7, 17, 7-17, 17? i 7- 172, deci sunt 6 divizori naturali. Prin verificare directa
se obtine ci cel mai mic numar natural care are 6 divizori naturali este [12].

Raspuns corect: | 12| ... ... . 5p
O
Problema 5
Pentru cate valori ale numarului natural nenul n > 2 numarul 1-2-3 ... n se poate scrie
ca suma a 2022 numere naturale consecutive?

Demonstratie. Daca grupam 2022 de numere naturale consecutive, in ordine, in 1011 perechi,
atunci suma fiecarei perechi este numar impar, deci suma celor 2022 de numere este impara.
Cum numarul n! este par pentru n > 2, rezulta ca nu exista numere naturale pentru care sa
poata fi indeplinita cerinta.

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 6

Cate numere de patru cifre au proprietatea ca suma primelor doua cifre este 9 si suma
ultimelor doua cifre este 147

Demonstratie. Vom ciuta numerele naturale de forma abed pentru care a +b = 9 si ¢ +d = 14.
Cum a este prima cifrd a unui numér natural obtinem ca a # 0, deci ab poate fi 18, 27, 36, 45,
54, 63, 72, 81 sau 90, adica 9 variante. Pentru numarul cd gasim valorile 59, 68, 77, 86 sau 95,
adica 5 variante. Aplicam principiul produsului. Pentru fiecare valoare pe care o ia numarul
ab, numirul cd poate lua oricare din cele 5 valori, asadar numarul numerelor de 4 cifre care
indeplinesc cerintele problemei este 5 -9 = .

Raspuns corect: |45 | .. ... o5p

Problema 7

Un numar natural n se numeste compus daca poate fi scris ca produsul a doua numere
naturale mai mari strict decat 1. Se scrie numarul 2023 ca suma de m numere naturale
compuse. Care este cea mai mare valoare pe care o poate lua m?

Demonstratie. Cel mai mic numar compus este 4, asadar vom cauta sa il scriem pe 2023 ca
suma a cat mai multe numere egale cu 4. Cum 2023 =4-505+3=4-5044+7=4-503+ 11 =
4-502 415 = 4 - 502 + 6 + 9. Valoarea maximi a lui m este | 504 .

Raspuns corect: 504 | ... .. op

Problema 8
Determinati numarul natural baba, astfel incat a + 10 - (a + b)® = baba.

Gazeta Matematica nr. 11/2022
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Demonstratie. a+10-(a+b)? = baba <= 10-(a+b)* = baba—a <= 10-(a+b)> = bab) <=
(@ + b)? = bab. Observam de aici ci bab este un cub perfect de 3 cifre in care prima si a treia
cifra sunt egale. Cuburile perfecte de 3 cifre sunt 5% = 125, 63 = 216, 7% = 343, 8% = 512 si
93 = 729. Singurul care verifica conditiile problemei este 343 si (3 + 4)3 = 343. Numérul baba
care este solutie a problemei este .

Raspuns corect: 3434 | ... .. 5p

Problema 9

La un concurs de matematica au participat un numar impar de copii. Fiecare a reusit sa
rezolve cate 11 sau 12 probleme, iar numarul total de probleme rezolvate este 200. Cati
dintre copii au rezolvat cate exact 12 probleme?

Demonstratie. Notam cu x numarul de copii care au rezolvat cate 11 probleme si cu y numarul
de copii care au rezolvat cate 12 probleme. Din relatia 11 -2 + 12 - y = 200 observam ca z este
numar par. Cum numarul copiilor care au participat la concurs este impar rezulta ca y este
numar impar. Din 11 -2z 4+ 12 -y = 200 rezulta y < 200 : 12 = 16 rest 8, deci y < 15. Rescriem

ecuatia 11 - (z + y) = 200 — y, de unde observam ca 200 — y : 11, deci y = My; + 2. Singurul
numar impar cel mult egal cu 15 care da restul 2 la impartirea prin 11 este 13. Obtinem y = 13
si & = 4. Numairul copiilor care au rezolvat cite 12 probleme este | 13].

Raspuns corect: | 13| ... ... . 5p

Problema 10

La sfarsitul unui concurs de dans fiecare dintre cei trei membri ai juriului acorda fiecaruia
dintre cei cinci participanti 0 puncte, 1 punct, 2 puncte, 3 puncte sau 4 puncte. Nu exista
doi concurenti care sa obtina acelasi punctaj de la acelasi membru al juriului. Andrei stie
toate punctajele totale si cateva individuale, asa cum se vede in tabelul de mai jos. Cate
puncte a primit Andrei de la al treilea membru al juriului?

Andrei Bianca Clara David Emil
| 2 ]
1] 2 0
1]
Total 7 5 3 4 11

Demonstratie. Bianca a primi 3 puncte de la al IIl-lea membru al juriului. Punctajul lui Emil
poate fi obtinut doar din 3 +4 + 4 = 11. Al treilea jurat nu ii poate da 3 puncte lui Emil (i-a
dat Biancai), deci acesta primeste de la al treilea jurat 4 puncte. Al III-lea jurat nu ii poate da
0 puncte lui Andrei (punctajul total al acestuia nu se poate obtine daca ar avea 0 puncte), deci
ii da 0 puncte lui David sau Clarei.

e Daca 1i da Clarei 0 puncte, atunci aceasta are 3 puncte de la juratul I, deci Emil are 4
puncte de la juratul I si David are 1 punct de la acelasi jurat. Singura varianta care mai
ramane pentru David este sa primeasca 1 punct de la al II-lea jurat si 2 puncte de la al
ITI-lea jurat, deci Andrei are 1 punct de la al IIl-lea jurat.

e Daca 1i da lui David 0 puncte, atunci singura varianta care mai ramane pentru Clara este
sa primeasca 1 punct de la primul jurat si 2 puncte de la al III-lea jurat. De la al ITI-lea
jurat mai raméne de acordat 1 punct pentru Andrei.
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Asadar, in orice distributie, Andrei a primit de la al treilea membru al juriului |1 | punct.
RaAsSpUNS corect: | 1| ... op

Problema 11

Fiecare element din sirul numerelor naturale nenule, mai mici decat 21, se coloreaza cu cate
o culoare, respectand urmatoarea regula: daca un numar are o anumita culoare, atunci orice
divizor propriu al sau are aceeasi culoare. Stabiliti care este numarul maxim de culori care
pot fi utilizate.

Demonstratie. Daca numarul 2 este colorat cu ¢; atunci toate numerele care-1 au ca divizor pe
2 vor fi colorate tot cu ¢y, adica si 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 si 20. Totodata, toti divizorii proprii
ai acestor numere vor fi colorati tot cu ¢;, adica 3, 5, 7 si 9. Daca numarul 5 este colorat cu ¢;
atunci si numarul 15 este colorat tot cu ¢y, 5 fiind divizor propriu al lui 15. Numarul prim 11
poate fi colorat cu co. Numarul prim 13 poate fi colorat cu ¢3. Numarul prim 17 poate fi colorat
cu ¢s. Numarul prim 19 poate fi colorat cu ¢s. In plus, numérul 1 poate fi colorat diferit de
restul pentru ca nu este divizor propriu pentru niciun numar. Asadar, numarul maxim de culori
care pot fi utilizate este @

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 12

Un numar natural n se numeste superprim daca produsul cifrelor sale nenule este un numar
prim pe care il notam cu p. Determinati numarul superprim n pentru care n + 6 - p = 2023.

Demonstratie. Daca n are doua cifre, atunci n + 5 - p < 2023. Daca n are 3 cifre, atunci cel mai
mare numar cu produsul cifrelor numar prim este 711 si, evident, 711 4+ 6 - 7 < 2023.

Pentru numerele de 4 cifre este evident ca prima cifra trebuie sa fie cel mult 2.

Daca prima cifra este 1, cum cel mai mare produs al cifrelor unui numar superprim este 7,
rezulta ca n > 2023 — 6 - 7 = 1981, dar niciunul dintre aceste numere nu are produsul cifrelor
numar prim. Asadar, singurul caz este cel In care prima cifra este 2 si singura varianta este
p =2. De aici avem n + 6 -2 = 2023 <= n = 2023 — 12 <= n =[2011]

Raspuns corect: | 2011 | . ... 57

Problema 13

O secventa de 5 numere naturale se numeste crescatoare daca cele 5 numere sunt ordonate
strict crescator si al treilea numar este suma celor doua numere din fata lui, al patrulea numar
este suma numerelor de pe pozitiile doi si trei, iar al cincilea numar este suma numerelor de
pe pozitiile trei si patru. Secventa 11,20, 31,51, 82 este un exemplu de secventa crescatoare.
Cate astfel de secvente crescatoare 1l au pe 124 ca cel mai mare numar din secventa?

Demonstratie. Vom nota primul numar din secventa cu a si al doilea numar cu b. Cum numerele
in secventa sunt ordonate strict crescator obtinem ca a < b. O secventa de acest tip este de forma
a,b,a+b,a+2-b,2-a+3-b, deci 2-a+3-b = 124. Din a < b obtinem 124 =2-a+3-0 < 5-0 =
b > 24. Pe de alta parte, b este numar par, deci b > 26 si 3-b < 124 = b < 40. Pentru fiecare
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valoare para a lui b de la 26 la 40 obtinem solutie naturala pentru a, asadar numarul secventelor
care 1l au pe 124 cel mai mare numar este .

RaASpUNS corect: |8 | .. . op

Problema 14

Care este ultima cifrd a numarului 20232 (@+t)-(¢+o)-(e+a) 1 9023 unde a, b si ¢ sunt numere
naturale?

Demonstratie. Numarul (a +b) - (b+ ¢) - (¢ + a) este numar par pentru ca dintre 3 numere
naturale cel putin doua au aceeasi paritate. Fara a restrange generalitatea presupunem ca a si b

sunt acestea. Atuncia+b:2 = (a+b)-(b+c¢)-(c+a):2,deci2-(a+0b)-(b+c)-(c+a): 4.
Atunci U (20232 (@0 (GHertera) 4 9023) = [ (32 (40 (tror(cha) 4 2023) = U (31 + 3) = [4]

RaAspuns corect: |4 | .. ... o5p

Problema 15

Cateva numere naturale distincte sunt scrise pe o tabla. Produsul celor doua mai mici
numere este 16, iar produsul celor doua mai mari numere este 225. Care este suma numerelor
scrise pe tabla?

Demonstratie. Scrierile numarului 16 ca produs de doua numere sunt 16 =1-16 =2-8 =4 - 4,
iar pentru 225 avem 225 =1-225=3-75=15-45=9-25 = 15-15. Cele in care factorii sunt
egali se elimina de la inceput pentru ca numerele de pe tabla sunt distincte. Produsul 16 nu
se poate obtine din 1 si 16 pentru ca 16 este mai mare decat unul dintre factorii care apar in
fiecare scriere a lui 225: 16 > 1, 16 > 3, 16 > 5, 16 > 9, in contradictie cu faptul ca sunt cele
mai mari numere scrise pe tabla. Singurele variante care au ramas sunt 16 = 2- 8 si 225 = 9 - 25.
Cum 8 si 9 sunt numere consecutive rezulta ca nu mai exista un alt numar scris pe tabla. Suma
numerelor scrise pe tabla este 2 4+ 8 + 9 + 25 = .

RaAspuns corect: |44 | ... op

Problema 16

In padure sunt 20 de spiridusi. Unii sunt verzi, altii sunt galbeni, iar altii albastri. Au fost
puse 3 intrebari la care fiecare dintre spiridusi a raspuns cu DA sau NU. Cei verzi spun
mereu adevarul, cei albastri mint mereu si fiecare spiridus galben a ales intre a minti sau a
spune adevarul la prima intrebare, iar la urmatoarele au alternat intre a minti si a spune
adevarul. De exemplu: daca un spiridus galben spune adevarul la prima intrebare, atunci la
a doua minte, la a treia spune adevarul.

o Prima intrebare a fost "Esti verde?" si 17 dintre ei au raspuns DA.
o A doua intrebare a fost "Fsti galben?" si 12 dintre ei au raspuns DA.
o A treia intrebare a fost "Esti albastru?" si 8 dintre ei au raspuns DA.

Cati spiridusi sunt albastri?
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Demonstratie. Vom nota cu a numarul spiridusilor verzi, cu b numarul spiridusilor galbeni care
spun adevarul la prima intrebare, cu ¢ numarul spiridusilor galbeni care mint la prima intrebare
si cu d numarul spiridusilor albastri.

 La prima Intrebare au raspuns DA spiridusii verzi (ei spun adevarul), cei galbeni care mint
si cei albastri (ei mint mereu). Deci a + ¢ + d = 17. Deci sunt b = 20 — 17 = 3 spiridusi
galbeni care spun adevarul la prima intrebare.

o La a doua intrebare spun DA cei ¢ spiridusi care acum spun adevarul si cei d albastri, deci
c+d=12. Din a + ¢+ d =17 obtinem ca a = 5.

o La a treia intrebare vor spune DA cei ¢ spiridusi galbeni care mint din nou, adica ¢ = 8.
Dinc+d=12 = d=4.

Numarul spiridusilor albastri este .

RaASPUNS COreCt: [ 4| .. o op

O]
Problemele 1-16: ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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