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§1 Solutii

Problema 1

In triunghiul AABC se considers punctele P € (AC), Q € (AB) si R € (BC), astfel incat
AP = AQ si BR = BQ. Stiind ca m(£LACB) = 70°, sa se determine masura unghiului
/PQR.

Demonstratie.

Vom nota m(Z/BAC) = a si m(ZABC) = b. In AABC are loc m(/BAC)+ m(ZABC)+
m(LACB) = 180° = a + b = 110°.
AP = AQ — AAPQ este isoscel si m(LAPQ) = m(LAQP) = 90° — g. Unghiurile ZAPQ

si ZC'PQ sunt suplementare, deci m(ZCPQ) = 90° + g.

Analog, iIn ABPQ) — m(£BRQ) = m(£LBQR) = 90° — 12) Unghiurile ZBRQ si ZC' R(Q) sunt

b
suplementare, deci m(ZCRQ) = 90° + 3
Suma masurilor unghiurilor patrulaterului C' PQ R este 360°, deci m(£PQR) = 360°— m(£LCPQ)—
b
m(ZPCR)— m(ZLORQ) = 360° — 90° — g —70° —90° — - = [55°]

Raspuns corect: |50 | .. ... 5p

Problema 2
Un numar natural de gsase cifre de forma ababab se numeste ,prieten cu sase" daca si numai

a-b-(a—>b)-(a+b
daca ( 5 ) )

€ N. Cate numere naturale de sase cifre sunt , prietene cu sase"?

Demonstratie. Consideram ababab un numar natural ,prieten cu sase”. Este evident ca a > b.
Daca a sau b sunt pare, atunci 2 | a - b, iar daca a si b sunt impare, atunci a — b si a + b sunt
pare si, prin urmare, 2 | (a — b) - (a + b). Deci, 2 divide produsul a - b- (a — b) - (a + b) pentru
orice doua numere naturale a si b.

Daca a sau b sunt divizibile cu 3, atunci 3 divide produsul a-b-(a —b) - (a +b). Daca a si b
nu se divid cu 3, atunci a si b sunt de forma 3 -k + 1 sau 3 - k£ + 2. Daca a si b sunt de aceeasi
forma, atunci 3 divide a — b, iar daca a si b sunt de forme diferite, atunci 3 divide a + b. Prin
urmare, 3 divide produsul a - b- (a — b) - (a + b) pentru orice doua numere naturale a si b. Cum
2 si 3 sunt prime intre ele deducem ca 6 divide a-b- (a —b) - (a +b). Deci, singura conditie care
trebuie impusa cifrelor a si b este a > b. Prin urmare, avem in total 2+3+4+ ...+ 10 =
numere ,prietene cu sase”.

RASpUNS corect: |54 | .. . op
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Problema 3

—\2 —\3
Cea mai mare valoare a numarului natural abcd pentru care are loc relatia (abc) = (dc)
este egala cu:

_\2 —\3 _ R
Demonstratie. Din relatia (abc) = (dc) deducem ca abc este un cub perfect de 3 cifre. In

plus, ultima cifra a lui ¢? trebuie si fie aceeasi cu ultima cifra a lui ¢3, adica ¢ poate fi 0, 1, 5
sau 6.

Cuburile perfecte de 3 cifre sunt 5% = 125, 63 = 216, 7% = 343, 8 = 512 si 9% = 729. Cele care
respectd conditia pentru ultima cifrd sunt 125 si 216. In primul caz 1252 = 25% si in al doilea
216> = 36°. Cea mai mare valoare a numarului abed este [2163 ]

Raspuns corect: 2163 | ... ... op

Problema 4

Fie x, y, z numere reale astfel incat au loc, simultan, relatiile 3z —5y+7 > 0, by —724+9 > 0
si 7z — 3x — 16 > 0. Determinati valoarea expresiei 3z — 25y + 28z.

Demonstratie. Observam ca (3x — 5y + 7) + (by — 72+ 9) + (72 — 32z — 16) = 0 si avand in
vedere conditiile din enunt deducem ca 3z — 5y +7=0,5y =72 4+9 =051 72 —3x — 16 = 0, de

unde 3z — 5y = —7 si by — 7z = —9. De aici (32 — by) — 4(by — 7z) = = =7 — 4 - (—9), adica
3z — 25y + 282 =[29].
Raspuns corect: |29 | ... ... 5p
O
Problema 5

Numerele intregi a, b si ¢ verifica relatia a +b+ ¢ = (a —b) - (b—c¢) - (¢ — a). Care este
restul impartirii lui a + b + ¢ la 277

Demonstratie. Este natural sa studiem mai Intai resturile la impartirea cu 3.

Daca (a —b) - (b—c¢) - (¢ — a) nu se divide cu 3, atunci toate diferentele sunt nedivizibile cu 3,
deci oricare doua numere dau resturi diferite la impartirea cu 3. Insa atunci suma a + b + ¢ este
divizibila cu 3 pentru ca M3+ Mjs+ 1+ M3+ 2 = M; si obtinem o contradictie. Prin urmare,
cel putin una dintre diferente este divizibila cu 3. Fara a particulariza in vreun fel problema
vom alege ca a si b dau acelasi rest la impartirea prin 3 = 3 |a—b = 3| a+ b+ c. De aici
obtinem ca si ¢ da acelasi rest ca si a la Impartirea cu 3, adica fiecare dintre diferentele a — b,
b — ¢, ¢ — a este divizibila cu 3, prin urmare produsul lor este divizibil cu 27. Restul impartirii
lui @ + b+ ¢ la 27 este [0],

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 6

Numerele naturale nenule a, b, ¢ sunt direct proportionale cu 5, 4, respectiv 3 si multimea

A= {b a+ In €40,1,2,3, ..., 2023}} . Probabilitatea ca alegand la intamplare un element
Y23 C’I’L

. . o . . Y m
din multimea A, acesta sa reprezinte o fractie supraunitara este —, unde m, n € N,
n

(m,n) = 1. Care este valoarea sumei m + n?
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Demonstratie. Numerele a, b, ¢ sunt direct proportionale cu 5, 4, 3, deci a = 5k, b = 4k si
a 5m - k™ o h
b+ cn 4nkn 430k 4n 4 3n
>1 < 3"+ 4" < 5" Impirtim inegalitatea prin 5" si

. Cautam

¢ = 3k. Un element al multimii A este de forma

n

valorile lui n pentru care

3\" AN"
devine () + () < 1.
5 5
Am recomanda aici si se testeze primele cAteva valori ale lui n pentru ca a"*' < a” pentru a

numar pozitiv subunitar si odata gasita cea mai mica valoare a lui n pentru care suma este mai
mica decat 1, are loc aceeasi proprietate pentru toate numerele mai mari.

3\" AN" 3\? 4\? 9+ 16
Altfel, <5> + (5) < <5> + (5> = ;—5 = 1, pentru orice numar natural n > 2.
Asadar, fractiile supraunitare sunt cele in care n > 3, adica In multimea A sunt 2021 fractii

supraunitare. Mai mult, toate cele 2024 de fractii sunt diferite pentru ca acestea formeaza un sir
” I . dovi 5n+1 - 5n 3n+1 _|_4n+1 _ 3n 4 og4n <3>n+1+
crescator. Intr-adevar = = (=
’ 3n+l + 4n+l 3n 4 4n 5+l 5n 5
4\ "+ 3\" AN . . . . I
<5> < <5> + <5> , inegalitate adevarata. Prin urmare, cardinalul multimii A este 2024.

Probabilitatea ca, alegdnd la Intamplare un element din multimea A, acesta sa fie supraunitar

2021
este 2004 fractie care este ireductibila. Suma dintre numarator si numitor este | 4045 |.
Raspuns corect: [4045 | .. ... 5p
O
Problema 7

Se considera numerele reale distincte si nenule z, y, si z astfel incat

1 1 1
Y+ —=yz+ — =20+ —.
Yz 2 Ty
Sa se determine valoarea pentru |zyz|, unde am notat cu |a| modulul (sau valoarea absoluta)
a numarului a.

; 1 1 1 1 y—
Demonstratie. xy+ — =yz+ — <= ay—yz= — — — <= ylr—2) = ==
Yz 2T zZr Yz TYZ

vy?z(z —2) =y — .
Prelucram similar si celelalte doua egalitati si obtinem

vz —2) =y —x

ry(y —x) =z —y
*yz(z —y) =2z — 2.
Inmultim aceste trei relatii si obtinem

syttt — )y —z)(z—y)=(z—2)(y —z)(z — y).

Cum cele trei numere sunt distincte rezulta cd diferenta oriciror doud este nenuld si zy*2* = 1,
adica valoarea absoluta a produsului celor trei numere este .

RaAsSpUNS Corect: | 1| ..o op
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Problema 8

Unghiurile A si B de la baza trapezului ABC'D sunt complementare. Stiind ca baza mare
are lungimea de 20 cm, baza mica are lungimea de 14 cm si M este mijlocul lui (AB), K
este mijlocul lui (C'D), sa se calculeze M K.

Demonstratie.
V
C D
A M B
m(LA)+ m(£B) = 90° = m(£LA) < 90° si m(£B) < 90°, deci baza mare este (AB) si baza
mica (CD).

Fie AD N BC = {V}. Triunghiul AV AB este dreptunghic in V' pentru ca m(£V) = 180°—
m(LA)— m(£B) = 180° — 90° = 90°.

Intr-un trapez mijloacele bazelor si punctul de intersectie al laturilor neparalele sunt coliniare,
deci V, K si M sunt coliniare, iar (VK) si (VM) sunt medianele corespunzatoare ipotenuzelor in
triunghiurile dreptunghice AVCD si AV AB. Din teorema medianei in triunghiul dreptunghic

DC AB AB CD
renulta VK = == si VM = == — KM =VM - VK =~~~ 7:cm.
RASpUNS COTeCt: | 3| .. . op

Problema 9

Dintr-o urna cu n bile (n € N*,n > 3), numerotate de la 1 la n, se extrage o bila. Stiind ca
media aritmetica a numerelor scrise pe bilele ramase in urna este 51, 30, sa se determine
numarul scris pe bila extrasa.

1424+ +n—k

Demonstratie. Fie k € {1,2,...,n}, numarul scris pe bila extrasa. Avem ca . =
n —
n(n —1)

‘L3 —5 tr-k 513 n, n—k_ 513 n—k_513-5n
’ n—1 10 2 n-—1 10 n—1 10 7 '
pe care o notam cu (1). Deoarece n — k > 0 este necesar ca 513 — 5 -n > 0, de unde rezulta

513 L. L . . 9 1—-k 503 — 5n
n < = adica n < 102. Proportia din relatia (1) este echivalenta cu 1= T
n —

503
Deoarece 1 — k < 0, rezulta ca 503 —bn < 0 = n > = =— n > 101. Prin urmare,

n € {101;102}.

101 =k 513 — 505 101-% 8
. ;e'ntru n = 101, avem: 00 = 10 = 00— 10 <— k=101—-80=
o Pentru n = 102, avem: 102 =k _ 513 = 510 = 2=k _ 3 (imposibil).
’ 101 10 101 10
Numarul scris pe bila extrass este |21 ],
RaAspuns corect: |21 | .. ... op
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Problema 10

Cate numere naturale de 5 cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, astfel incat
oricum am selecta trei cifre vecine acestea sa nu fie scrise In ordine crescatoare sau in ordine
descrescatoare?

De exemplu, numarul 13245 nu verifica conditiile pentru ca secventa de trei cifre consecutive
245 este crescatoare, pe cand numarul 15342 verifica conditiile.

Demonstratie. Problema revine la a determina secventele de tipul ¢ < b > ¢ < d > e sau
a>b<c>d<e. Cele doua cazuri sunt similare. In primul caz se observa ca b sau d trebuie
sa fie 5. Fara a restrange generalitatea vom alege ca d = 5.

o Daca b= 3, atunci {a,c} = {1,2} si e = 4, deci sunt doua variante.

e Daca b = 4, atunci cele trei numere pot lua oricare dintre valorile 1, 2, 3 in 6 variante de
ordonare.

Asadar, pentru d = 5 sunt 8 numere. La fel, pentru b = 5 gasim alte 8 numere, deci 16 pentru
aceasta ordonare. Al doilea caz este identic pentru ca b sau d trebuie sa fie 1 si cazurile se
analizeaza la fel. Gasim, astfel, ca numerele de 5 cifre care verifica conditiile problemei sunt in

numar de .

Raspuns corect: |32 | .. ... .. 5p

Problema 11

Scriem pe o tabla 2023 de numere rationale:
! 1 1 1 1 11

: —g T30 : _Aﬁ’ 0, ol '3 3 1. Se aleg do.uz‘i dintre numerele fle pe.z tabla,
x si y, se sterg, iar in locul lor se pune rezultatul calculului z — 43xy 4+ y. Dupa mai multe

a
astfel de operatii pe tabla ramane un singur numar pe care il notam 7 unde a,b € Z, b # 0,

(a,b) = 1. Care este valoarea sumei a + b?

1 . 1
Demonstratie. Printre numerele de pe tabla exista si —. In momentul in care va fi selectat 3
1

si oricare alt numar y, n locul lor va fi scris nilmérul Y 43 - ﬁy +y = B y+y= ek Deci,
ultimul numar care va fi scris pe tabla este YEL adica a =1si b =43, de unde a + b = .
RaAspuns corect: |44 | ... . op

Problema 12

Pentru fiecare submultime A = {a;, as, ..., ax} cuay < ay < ... < ap_1 < a; a multimii
X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} notdm cu Sy numarul Sy = a; —ag+az—...+(=1)*"1.a.
Sa se afle care este suma tuturor numerelor S, atunci cand A parcurge multimea tuturor
submultimilor multimii X.

Demonstratie. Vom pune cele 2! = 2048 submultimi in perechi astfel: fiecare submultime
A ={ay, ag,...,a;}, unde 1 < a; < ... < ag o punem in pereche cu B = {1,ay, as,...,ax}.
Astfel, Sy =a; —as+az— ...+ (=)t -apsiSp=1—a;+ay—az+...+ (=1)* - a;. Suma
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acestor doua numere este 1. Evident, multimea vida este in pereche cu submultimea {1}. Sunt
219 = 1024 perechi cu suma 1, deci suma tuturor sumelor S, cind A parcurge multimea tuturor
submultimilor multimii X este 1024 |.

Raspuns corect: | 1024 | ... .. o o5p

Problema 13

Pe un cerc sunt scrise numerele 1, a1, ao, as, a4, as In aceasta ordine in sensul arcelor de
ceasornic. In cite moduri distincte putem inlocui numerele a1, as, as, aq, as, astfel incat
valoarea absoluta a diferentei oricaror doua numere vecine sa fie 17

Adica, |1 — a1| = |a1 — az] = |ag — as| = |ag — a4] = |ag — a5| = |as — 1| = 1.

profesor Dinu Serbanescu, CN Sf. Sava, Bucuresti

Demonstratie. Din |1 — a1 = |a; — as| = |ag — a3| = |az — a4| = |ag —a5] = |as — 1| =1 =
l—a;==£1

a; —ay = %1
as —ag = *1
as —ag = £1
ay —as = +1
as; — 1 ==+£1.

Adunam aceste egalitati si obtinem 0 = £1+14+1+1+141. Asadar, numarul de +1 trebuie sa
fie egal cu numarul celor de —1. Pentru orice combinatie pe care o alegem care contine de 3 ori
valoarea +1 si de 3 ori valoarea —1 vom avea o completare diferita a cercului. Acum problema
revine la a stabili In cate moduri putem alege 3 elemente dintr-o multime de 6 elemente, ceea ce
nu este complicat de facut nici lexicografic. Altfel, primul element poate fi ales iIn 6 moduri, al
doilea In cele 5 care au ramas neselectate si al treilea in alte 4 moduri. Pentru ca intr-o multime
nu este importanta ordinea elementelor trebuie sa eliminam repetitiile. Fiecare triplet a, b, ¢
va fi selectat in 6 moduri diferite: (a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (¢,b,a), adica va

trebuie sa impartim la 6. Prin urmare, numarul secventelor care au proprietatea ceruta este
6-5-4

6 '

Raspuns corect: |20 | ... 5p
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Problema 14

In triunghiul scalen AABC notim cu hy, hy, respectiv h, lungimile inaltimilor triunghiului
care pleaca din varfurile A, B, respectiv C. Stiind ca h, = 3, hy, = 7 si h. € Z sa se determine
cea mai mica valoare pe care o poate lua h..

1 1 1
Demonstratie. Din formula ariei unui triunghi avem S = iaha = §bhb = §Chc’ de unde
25 25 25
a= -, b = T =1 Din inegalitatea triunghiului obtinem a +b > ¢ > |a —b| <=
1‘i>1b>1c1 Lol 1‘ 0 _ 1 4
h, hy he he hy 3 7 he 3 7 21 he 21

21
10 < h. < 7z —> h. € {3,4,5}, pentru ca h. € Z. Se pare ca h, = 3, dar triunghiul este

scalen, prin urmare h. # h, = 3, asadar, cea mai mica valoare pe care o poate lua h. este .
Raspuns corect: |4 | .. ... 5p

[]

Problema 15

Fie ABCD un dreptunghi cu AB = 12 cm si BC = 5 cm. In semiplanul determinat de
dreapta AB care nu contine punctul C' consideram punctul F, astfel incat AE = BE si
aria triunghiului AABE = 36 cm?. Si se determine aria triunghiului AAEC.

Demonstratie.
M
E
A : B
F
D C
AB - EF
Fie EF | AB, F € AB si AEN BC = {M}. Atunci Aapr = — — 36 =
EF -12 AB
5 <— FEFF =6 = FF = - — AAFEB este dreptunghic in F, conform

reciprocei teoremei medianei.

Aplicim teorema lui Pitagora in AAEB = AE? + BE* = AB? < 2 -AE* =144 +—

AE = 6v/2.

Fie AENBC = {M}. In AABM stim ca m(ZLABM) = 90° si m(/BAM) = 45° = AABM

este dreptunghic isoscel cu AB = BM. Cum BE este Inaltimea corespunzatoare bazei rezulta

ca (BE) este si :rnedian.ijizl deci E este mijlocul laturii (AM). In AACM segmentul (CE) este
ACM

mediana, deci Aacr =

AB-BC AB-BM 12~5+ 12-12

Ascm = Ascp+ Aapyu = 5 + 5 5 5 = 30 + 72 = 102. In final

obtinem c& aria triunghiului AAEC este cm?.

Raspuns corect: |51 | ... ... . 5p
O
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Problema 16

In interiorul patratului ABC'D se considera punctul P, iar pe laturile BC, respectiv C'D se
considera punctele N, respectiv M, astfel incat:

« PM 1 CD:
. PN 1 BC:
o aria triunghiului APMN este egald cu 12 cm?.
o aria triunghiului AAPM este egald cu 18 cm?.
o aria triunghiului AAPN este egald cu 33 cm?.

Sa se determine latura patratului ABC'D.

Demonstratie.
A Q B
R PN
X
D MYyC

Vom nota cu {R} = PN N AD, {Q} = PM N AB.
o MPNC este dreptunghi si Ay pey = 2Apun = 24;
e in trapezul MPAD stim ca Apyp = Aapy = 18;
e DRPM este dreptunghi si Apgrpy = 2 - Apyp = 36;
e in trapezul NPAB stim ca Agpyp = Aapy = 33;
o BNPQ este dreptunghi si Agypg =2 - Apnp = 66;
Vom nota cu x = CN,cuy=CM sicul = AB.

DRNC este dreptunghi si Aprne = Apyupr+ Arvpve = 60. In plus, Aprne = x -1, deci

x -1 =60;
o MCBQ este dreptunghi si AMch = ABQPN"’ Aypnve = 90. In plus, AMCBQ =y-I,
deci y - I = 90;
v 3 s
60 2 Y=

32
o Aupne = 2y = 24— %:24 = z=4 Darz-1=60 < [ =15

Latura patratului ABCD este de lungime cm.
Raspuns corect: | 15| ... ... 5p
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Problemele 1-16: . ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de Tucru: ... 3 ore
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