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§1 Solutii

Problema 1

Daca x,y, z sunt trei numere reale astfel incat

T =13 —2yz, y=+v22—2zx, z=+/29 - 2xy,

atunci valoarea absoluta a sumei x + y + z este egala cu:

Demonstratie. Ridicam cele trei relatii la puterea a doua si obtinem

r? =13 — 2z
y? =22 — 22z
22 =29 — 2xy.

Prin adunarea acestor trei relatii avem x? + y? + 22 = 64 — 22y — 2yz — 220 < 22+ 9>+
P42y 42y + 220 =64 —= (x+y+2)° =64 < |r+y+2=][8]

RaASPUNS COrect: |8 . o op
m
Problema 2
1
Numerele reale nenule p, ¢ si r verifica egalitatile p +qg+r = 26 si — + — + — = 31.
p q r
Determinati valoarea expresiei b + a + . + u + a + 4

g r p T q P

- 1 1 1
Demonstratie. Inmultim cele doua relatii din ipoteza si obtinem (p + ¢ + ) ( + -+ ) =
p q T
p P, g q T T p q T p T (g
26-31 = 1+04+ 20 4100 Dl —g06 = 42 Dy P T [Re3]
q T P r p g a T p T q P
Raspuns corect: 803 | ... ... . 5p

Problema 3

Care este valoarea absoluta a sumei 1 —4 — 9+ 16 + 25 — 36 — 49 + 64 + . . ., unde semnele
alterneaza dupa primul termen astfel: doua de minus, doua de plus, doua de minus, doua
de plus, iar ultimul termen este al 2022—lea patrat perfect nenul.

Demonstratie. Grupam termenii cate patru, astfel: k% — (k + 1) — (k + 2)? + (k + 3)? =

k? —k?—2k—1—k?>—4k — 4+ k*>+ 6k + 9 = 4. In sumi sunt 2022 termeni, iar 2022 / 4,
deci vom avea 505 grupe complete in care fiecare suma este 4, iar ultimii doi termeni raman
negrupati.

1—4—9+164+25—36—49+64+...+2021%2 —2022% = 4+4+...4+ (2021 —2022)(2021 +2022) =
4 - 505 — 4043 = —2023. Valoarea absoluta a acestui numar este .

Raspuns corect: [ 2023 | . ... op
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Problema 4

Numarul natural n este solutie a ecuatiei
(n+ 1)+ (n+2)! =440 - nl.

Care este suma cifrelor numarului n?
Am notat cu n! produsul primelor n numere naturale nenule, adican! =1-2-3-...-n.

Demonstratie. (n+1)14+(n+2)! =440-n! <= nl-(n+1)+n!-(n+1)(n+2) =440 -n! <=

n+1+nm+1)n+2) =440 <= n>+4n+3 =440 <= n’>+4n+4 = 441 +—

(n+2)?=21*> = n+2e€ {-21,21}. Pentru n + 2 = —21 nu obtinem solutie numar natural,
far pentru n + 2 =21 = n = 19. Suma cifrelor numarului n este egald cu [10].

Raspuns corect: |10 ... ... .. 5p

Problema 5

Suma solutiilor reale ale ecuatiei

(5-z)(2v6—5) =2 V2> + 25— 10z

este egala cu:

Demonstratie. Cum 2% - 22+ 25— 102 >0 = (5 — x) (2\/6—5)20.
2v6 =24 <25=5 = 2/6—-5<0,decisi5—2<0 <= 2>5 = |v—5|=x-5.

(5-2)(2v/6—5) =2 Va2 + 25 — 10z =

(5-x) (2V6—5) =2’ \/(x —5)? <
(5-2)(2V6-5) =2 |z — 5| <
(5-2)(2V/6-5) =2 (- 5) <

(z—5)(z® +2v6 —5) =0

Asadar r — 5 = 0 sau 22 = 5 — 21/6. In primul caz obtinem solutia z; = 5, iar a doua ecuatie
este echivalenta cu 22 = (v/3 — v/2)2, care are solutiile 2, = v/3 — /2 si 23 = v/2 — /3. Insi,
din conditiile de existenta, am obtinut ca x > 5, deci x5 si x3 nu sunt solutii ale ecuatiei pentru
c& sunt ambele mai mici decat 5. Prin urmare, singura solutie este z = 5 cu suma [5]

RaAsSpuUns corect: | 5| .. .. o5p

Problema 6

Fie a € R, astfel incat are loc incluziunea {0,a®} C (a, 00). Care este patratul partii intregi
a numarului a?

Demonstratie. 0 € (a,00) = a < 0. Analog obtinem c& a < a® <= 0 < a(a® — 1) si cum
a<0 = a*’<1 < Ja|]<1 < —-1<a<l.Dara<0 = —-1<a<0silal=-1.
Patratul partii intregi a numarului a este egal cu .
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Raspuns corect: | 1| ... o5p

Problema 7

S R . 6xr —7 . 10y — 23
Se considera numerele intregi = si y pentru care

5 si sunt numere naturale.
Y2+ 2 x2 +2

Numarul perechilor (z,y) este egal cu:

_720$

Demonstragie. O prima conditie ca cele doua fractii sa fie numere naturale este — )

10y — 23
242
Pe de alta parte,

Y
>0 <= 6x—72>0si10y —23 > 0. De aici obtinem = > 2 si y > 3.
6x —7 . 10y — 23
si
y2+2 7 2242

sunt numere naturale implica:

6x —7 10y — 23

. eEN —
y2+2  x2+2

(6z — 7)(10y — 23)
(v? +2)(2* +2)
(62 — 7)(10y — 23) > (42 + 2) (22 + 2).

Vom demonstra ca aceasta inegalitate are loc in sens invers.

eN —

62 —7<2’+2 &= 0<2*—62+9 < 0< (z—3)%

10y —23<9y?+2 <= 0<¢y* - 10y +25 < 0< (y—5H)>

Cum 6x — 7 > 0 si 10y — 23 > 0, obtinem iInmultind relatiile de mai sus
(62 — 7)(10y — 23) < (3> + 2)(2* + 2).

Asadar, (6x — 7)(10y — 23) > (2 +2)(2* +2) <= z=3siy=5.

6x — 7 11
e Dacar =3 = ’ = €N = y?+ 2|11 cu solutia unicd y = 3. A doua
y2 +2 y2 +2 ’
10y —23 7
fractie devine —o =2 = L ¢ N, deci In acest caz nu avem solutii.
’ x? 42 11 ’

10y —23 27
24+2 2242

numai daci 22 + 2 | 27 <= 22+ 2 € {1,3,9,27} = =z € {1,5}. Dar, din conditiile

initiale stim ca x > 2, deci avem o unica valoare posibila pentru x = 5. Prima fractie

. bx—T7 23
devine m = 277 ¢ N.

o Daca y =5 a doua fractie este si aceasta este numar natural daca si

Prin urmare, numarul de perechi (x,y) care sunt solutii ale problemei este @

Raspuns corect: @ .................................................................... op
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Problema 8

Se considera expresia
E(@)=(z-1%) (z - 2%) - (v — 100?) .

Pentru céte valori intregi ale lui x are loc E(x) < 07

Demonstratie. Observam ca E(z) < 0 <= (2k—1)2 <2 < (2k)? k € {1,2,3,...50}. In
fiecare astfel de interval sunt (2k)? — (2k — 1)® + 1 numere. Prelucrdm aceasta expresie si devine

(2k+2k—1)(2k—2k+1)+1 = 4k. Suma pe care o avem de calculat este 4-14+4-24---+4---50 =
0-51
4-(1+24+---+50)=14- —5 = 5100. Numarul valorilor intregi pentru care expresia E(x)

este negativa este egal cu |5100 |.
Raspuns corect: [5100 | ... ... 5p

O
Problema 9
Numerele naturale 1, xs,... 219 au proprietatea ca x1 + x2 + ...+ x19 = 17. Care este cea
mai mic& valoare pe care o poate lua suma x?+ x3 + - - + 22,7

Demonstratie. Pentru fiecare numar intreg « are loc inegalitatea (x — 1)(z — 2) > 0. Pentru
x < 0 atat x — 1, cat si £ — 2 sunt numere negative, deci produsul lor este pozitiv. Pentru
x € {1,2} are loc cazul de egalitate, iar pentru z > 2 fiecare factor este pozitiv, deci si produsul
lor este pozitiv.

(i = 1)(2;,—2) >0 < 27 —30;,+2>0 < z? > 3x; — 2. Adundm cele 10 inegalitati
si obtinem a3+ x3 + -+ a3y > 3 (x1 + 22+ ... + x10) — 20 = 31. Cazul de egalitate are loc
atunci cand 3 dintre numere sunt egale cu 1 si restul sunt egale cu 2. Valoarea minima a sumei
w3+ a3+ -+ a3, este [31].

Raspuns corect: |31 | .. ... 5p

Problema 10

Care este numarul de elemente rationale din multimea A = {:U“'b ’ a+b=236, a, b€ N*} ,
unde x este un numar irational fixat pentru care 36 este cel mai mic numar natural nenul
astfel ncat numarul 23¢ este numar rational?

Demonstratie. Pentru inceput vom cauta numerele naturale m pentru care 2™ € Q. Cum 36
este cel mai mic numar natural nenul pentru care 2% € Q = 2 € R — Q pentru orice
0<k<36,keNsiz#0.

Fiem =36-k+r k, reN,0<r <36 Atunci, 2™ = g3k = z36% . gr — (236)" . ;7 c R — Q
pentru ci z°% € Q* si 2" € R — Q. Asadar, 2™ € Q <= m = 36 - k. In final obtinem c&
1€ ANQ < a-b=36-ksia+b=236.Dina+b=36 = b= 36— a siinlocuind
in prima ecuatie obtinem a - (36 —a) =36k < a*=36-a—36-k = 36| ad® =
6 | a. Cum a # 0 si a < 36 obtinem solutiile (a,b) € {(6,30), (12,24), (18, 18), (24,12), (30,6).
Insa intr-o multime un element se scrie o singura daté si perechile de solutii (6,30), (30, 6),
respectiv (12,24) si (24,12) dau aceleasi rezultate. Prin urmare, numarul de elemente rationale
din multimea A este [3]
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RaAspuns corect: | 3| ... .. o5p

Problema 11

Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi pentru care a + b + ¢ = 12. Determinati cea mai
a 4b 9c

b+c—a+c—|—a—b+a—|—b—c‘

mica valoare a expresiei M =

Demonstratie. Folosim substitutia Ravi si rescriem laturile triunghiului a =z +y, b =y + z,
c=z+ux.
r+y 2y+z) 9Yz+z) x 2z y 9z 2y 9z

M = = — 4+ —4+ L 4+ 424
2z + x + 2y 22+x+2z+2y+x+2y

Aplicam inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica si obtinem

2 2
v 2, e 2,

2z  x 2z x ’

2z 2y 2z 2y
2 2
r 2y T 2y

Deci, M > 11. Este necesar sa gasim si cazul de egalitate, iar acesta se Intampla cand numerele
Y 3 )
pentru care se aplica inegalitatea mediilor sunt egale, adica

T 2z

— = — < =2z
2z T

Y 9z

—=— < y=3
2z 2y Y -
2 9
Y2t — 2y=3z
T 2y

In aceste conditii laturile triunghiului se rescriu a = 5z, b = 4z si ¢ = 3z. Din a + b + ¢ = 12
obtinem solutiile vt =2, y =3, 2z =1si a =5, b =4 si c = 3. Valoarea minima a expresiei M
este egala cu E

Raspuns corect: | 11| ... op

Problema 12

Fie AABC echilateral de latura 121/6, avand centrul de greutate in G. Planul a trece prin
dreapta BC), astfel incat m(ZBA'C') = 90°, unde A’ este proiectia punctului A pe planul .
Sa se determine lungimea segmentului A’'G.

Demonstratie.
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/ i

Problema trebuie inteleasa astfel: triunghiul echilateral AABC' are latura (BC') inclusa in planul
a, iar A’ este proiectia punctului A pe planul «. Daca G este centrul de greutate al triunghiului
NABC, sa se afle lungimea segmentului A’G in functie de latura triunghiului AABC.

Vom nota cu [ lungimea laturii (AB). Sa observam mai intai ca AAA'B = AAA'C in cazul de
congruenta de la triunghiuri dreptunghice IC. De aici rezulta ca A’'B = A'C), deci triunghiul

V2 .
ANA'BC este triunghi dreptunghic isoscel si lungimile catetelor sunt 5 Intr-adevar, aplicam
teorema lui Pitagora si avem A'B? + A/C? = BC? <= 2-A'B*=1> < AB =

Aplicim din nou teorema lui Pitagora in AAA'B = A'A? = AB? — A'B? < A'A=
Prin urmare, piramida A’ABC este o piramida regulata de baza AABC si inaltimea din A’
pica in centrul cercului circumscris bazei, care coincide cu centrul de greutate al acesteia fiind

triunghi echilateral. Cum A'G L (ABC), GA C (ABC) = A'G L AG. Aplicam teorema lui
5 - (%)
3 ) " \2) T

o~ o~~~
SN
[\ DO

Pitagora in AA’GA si obtinem A'G* + GA? = A/A? — A'G*+ <

A’G:@:.

6
Raspuns corect: | 12| ... ... 5p

Problema 13
Fie ABCDA'B'C'D’ un cub cu AB =4 cm si BC' N B'C = {0}. Daca AOND'C' = {P},
determinati patratul distantei de la punctul P la dreapta AC.

Demonstratie.
D c' p
//
/
/
/
I
/
A B J
/
o
4 /
(e) ,{'f‘\F
Do, el Y D el E
12=7¢ E
A B

Fie PE 1 DC. Cum (DCC") L (ABC), (DCC")N(ABC) = DC'si P € D'C" C (DCC") rezulta
PE 1 (ABC). Fie EF L AC, atunci PF L AC (am aplicat teorema celor 3 perpendiculare)
/

si deci PF reprezinta distanta ceruta. In AAPD’, OC' || AD' si OC' = ; prin urmare
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D'C" = C'P si atunci CC'PE este patrat cu latura de 4 cm. In ACEF, dreptunghic in F,
avem CE = 4 cm si m(ZECF) = m(£LACD) = 45°, de unde EF = 2v/2 cm. Acum, in APEF,
avem PE =4 cm si EF = 2/2 cm, rezultd PF = 24/6 cm. Patratul distantei de la punctul P
la dreapta AC este egal cu [24].

Raspuns corect: |24 | ... ... 5p

Problema 14

In cubul ABCDA'B'C”D’ de laturda AB = 174/6 cm notiam cu P proiectia punctului D pe
planul (B'C'D’). Sa se determine lungimea segmentului (C'P) exprimata in cm.

Demonstratie.
El

lf\ C'
\ D 27
AR NS
L\ AN i

AT B
¥ ’/ \‘
: F&\\AP\ ...... e
) ~. N
e Sy
Ly <)
B ............................ C

A B

&

Proiectia punctului D pe planul (B’C'D’) "pica" in exteriorul cubului. Pentru a vizualiza punctul
"lipim" un cub de aceeasi latura si cu fata comuna DCC’D’. Fie acesta DCEFD'C'E'F’. Cum
B'C | AD, AD | D')F = B'C || D'F = punctele B, D', C' si F sunt coplanare. Vom
demonstra ca DE' 1 (CD'F), deci proiectia punctului D pe planul (B’C'D’) este proiectia pe
planul (CFD') Vom demonstra ca acesta este intersectia dintre dreapta DE’ si planul (CFD’).
Stim ca DD’ 1 (DCE), CF C (DCE) = DD’ L CF.Darsi CF L DE, DENDD' ={D},
DD', DE c (DEE') — CF 1 (DEFE'), DE' C (DEE') = CF 1 DEFE'. Analog se
demonstreaza ca CD' L DFE’, de unde obtinem ca DE" 1 (CFD’).

Piramida triunghiulara DD’FC are muchiile laterale congruente DC' = DF = DD’ si baza
este AFCD’, care este echilateral de laturd [v/2, unde [ este latura cubului, deci este piramidi
regulatd. Intr-o piramidi triunghiulari regulati indltimea corespunzitoare bazei intersecteaza
planul bazei in centrul cercului circumscris bazei, deci P este centrul cercului circumscris al

C’F\/gzl\/é:

ACF D' si CP este raza cercului circumscris triunghiului AFCD" — CP =

3 3
17\/_2'\/6 134 em.
Raspuns corect: |34 ... ... op
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Problema 15

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu dimensiunile AB = 5 ¢cm, BC = 13
cm si AA" = 6 cm, consideram M € (C'D’), (MC") = (MD') si S un punct oarecare pe
dreapta AM. Sa se determine valoarea minima a ariei triunghiului ASBC exprimata in
cm? atunci cand S poate ocupa orice pozitie pe dreapta AM.

BC - d(S, BC)

Demonstratie. Aspc = este minima cand d(S, BC') este minima, adica este
perpendiculara comuna a dreptelor AM si BC. Este natural sa construim planul paralel cu BC'
care contine dreapta AM. Pentru aceasta consideram punctul N mijlocul lui (A’B’). Punctele
A, D, M, N sunt coplanare (pentru ca M N || AD). Deoarece BC' || AD, AD C (ADMN) =

BC | (ADMN).

D; M
: 7 C
: %
: s
N_ A
'
A . 7/ B
7 7/
/
E
[P Ny
- ; .
,;’Q/\;\ T
P/ \\, i
=
Q‘,.,\ .............................. TR C
_ N
_d N
// - N
4 -
A B

De aici obtinem ca lungimea perpendicularei comune a dreptelor AM si BC' este lungimea
perpendicularei dintr-un punct al lui BC' pe planul (ADMN). Fie BP L AN, P € AN.
Stim ca AD L (ABB'), BP C (ABB') — AD 1 BP. Asadar BP 1 (ADMN), AM C
(ADMN) = BP L AM (1). Darsi BC' L (ABB'), BP C (ABB') = BC 1L BP (2). Din
(1) si (2) rezulta ca d(BC, AM) = BP.

O metoda de a afla masura lui (BP) este de a exprima aria triunghiului AAN B in doud moduri.

O data Asnp = 3 Aappa = 15. Altfel, Axnp = BP2AN Pentru a determina AN aplicam
teorema lui Pitagora in AAA’N si se obtine AN = 5 si apoi BP = (132

Valoarea minima a ariei triunghiului ASBC' este Aspc = BP2BO = (30 cm?

Raspuns corect: |30 | . ... 5p

Problema 16

Cate numere de 6 cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6 astfel incat diferenta
dintre oricare doua cifre vecine sa nu fie egala cu 37

Demonstratie. Perechile de cifre care nu pot fi consecutive sunt (1,4), (2,5) si (3,6). Vom fixa
aceste perechi astfel incat numerele obtinute sa corespunda cerintei. Vom face numararea dupa
locul ocupat in numar si vom incepe prin a fixa cifra de pe prima pozitie. Vom numerota
pozitiile cu I, 11, 111, IV, V, V.

o Prima pereche ocupa pozitiile I, I1], atunci a doua pereche poate ocupa doar pozitiile
11,V si a treia ce a ramas, adica [V, V1.
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omnom vl

A doua pereche nu poate ocupa pozitiile 11, IV, nici 11,V I pentru ca pentru a treia
pereche ar ramane disponibile pozitii consecutive. Asadar, in acest caz, perechile de pozitii
sunt ocupate Tn mod unic, exceptand permutarile pe care le vom numara la final.

« Prima pereche ocupa pozitiile I, IV, atunci a doua pereche poate ocupa pozitiile 17,V sau
11,V 1 si a treia ce a ramas, adica I11,V I sau I11,V. In acest caz exista doud variante
de ocupare a perechilor de pozitii.

Founomow v

vl:

v2:

» Prima pereche ocupa pozitiile 1, V, atunci a doua pereche poate ocupa doar pozitiile 11, IV
si a treia ce a ramas, adica I11,V 1.
onmow v

A doua pereche nu poate ocupa pozitia I1, VI, pentru ca pentru a treia pereche ar ramane
disponibila pozitia consecutiva I11,1V. Asadar, in acest caz, perechile de pozitii sunt
ocupate iIn mod unic.

« Prima pereche ocupa pozitiile 7, VI, atunci a doua pereche ocupa pozitiile 77, IV in mod
unic pentru ca, altfel, a treia pereche ar fi pe pozitiile consecutive I'11, V. Si in acest caz
pozitiile sunt ocupate iIn mod unic.

nomow v

Acum, prima pereche poate fi oricare dintre cele 3, adica poate fi aleasa in 3 moduri. A doua
pereche poate fi oricare dintre cele doua care au ramas, adica poate fi aleasa In doua moduri
si pentru a treia a ramas o singura varianta. Prin urmare, perechile de cifre pot fi alese in
3-2-1 = 6 moduri pentru fiecare dintre situatiile studiate la punctele a, b, ¢, d. In fiecare
pereche cele doua cifre pot fi permutate in doua moduri, deci pentru fiecare dintre cele 5 fixari
ale pozitiilor sunt 6 - 2% = 48 permutari si, in final, numarul numerelor care respecta cerinta este

5-48 =[240]

Raspuns corect: 240 | ... ... op

O
Problemele 1-16: . ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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