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§1 Solutii

Problema 1 a) Sa se arate ca nu putem pune in varfurile unui cub 8 numere distincte

din sirul de numere naturale consecutive n, n + 1, n + 2,..., n + 12, astfel incat suma
numerelor din oricare doua varfuri unite printr-o muchie a cubului sa fie divizibila cu
2.

b) Pentru care valori ale lui n se pot pune in varfurile unui cub 8 numere distincte din
sirul de patrate perfecte consecutive n?, (n+ 1)%, (n+ 2)?, ..., (n + 10)?* astfel incat
diferenta numerelor din oricare doua varfuri unite printr-o muchie a cubului sa fie
divizibila cu 37

Demonstratie.

a) Pentru ca suma numerelor scrise in extremitatile unei muchii sa fie para este necesar ca
cele doua numere sa aiba aceeasi paritate. Mai mult, dintr-un varf pleaca trei muchii,
deci toate cele patru varfuri trebuie sa aiba aceeasi paritate. Continuand rationamentul
obtinem ca toate cele 8 numere scrise In varfuri au aceeasi paritate. Dar intre cele 13
numere consecutive pe care le avem la dispozitie cel mult 7 au aceeasi paritate, restul
avand paritatea opusa. Numerele n, n+2, n+4, n+6, n+ 8, n+ 10, n + 12 sunt cele 7
numere care au aceeasi paritate, dar sunt insuficiente.

b) Diferenta a doua numere naturale este divizibila cu 3 daca si numai daca dau acelasi rest
la Tmpartirea cu 3. Pentru ca cerinta sa fie realizabila este necesar ca in varfuri sa punem
numere care dau acelasi rest la impartirea cu 3.

» Patratele perfecte dau resturile 0 sau 1 la Impartirea cu 3, mai precis, patratul unui
numar divizibil cu 3 este si el divizibil cu 3, patratul unui numar care nu este divizibil
cu 3 da restul 1 la impartirea cu 3.

» Dintre trei numere naturale consecutive exact unul este divizibil cu 3 si patratele
celorlalte doua dau restul 1 la impartirea cu 3.

Cele 11 numere se Tmpart in trei grupe a cate trei numere consecutive, iar ultimele 2
le punem in a patra grupa. Din fiecare grupa exact un numar este divizibil cu 3, deci
numarul maxim de patrate divizibile cu 3 este 4. Prin urmare, in cele 8 varfuri nu putem
pune numere divizibile cu 3 pentru ca sunt insuficiente.

« Daca 3| n, atunci patratele din sir care dau resturi nenule la impartirea cu 3 sunt
(n+1)2 (n+2)% (n+4)7? (n+5)2 (n+7)% (n+8)% (n+10)2 Obtinem in final 7
numere care sunt insuficiente.

o Dacd 3| (n+ 1), atunci patratele din sir care dau resturi nenule la Tmpartirea cu 3

sunt n?, (n+2)%, (n+3)%, (n+5)2, (n+6)?, (n+8)% (n+9)% Obtinem in final 7
numere care sunt insuficiente.

e Daca 3| (n+ 2), atunci patratele din sir care dau resturi nenule la impartirea cu 3
sunt n%, (n+1)%, (n+3)%, (n+4)%, (n+6)%, (n+7)% (n+9)% (n+10)% Atribuind
fiecarui varf cate unul dintre aceste numere obtinem completarea care verifica cerinta.

Asadar, doar pentru numerele de forma n = M3 + 1 avem solutii.

Barem:
o Demonstreaza ca numerele din cele 8 varfuri au aceeasi paritate ... ............... ... 1p
o Demonstreaza ca nu este posibila o astfel de aranjare ... .............. ... ... .. ... 1p
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o Justifica faptul ca in cele 8 varfuri trebuiesc puse numere care dau acelasi rest la
TMPATTITEA CU 3 . o 1p

o Afirma ca printre 3 patrate consecutive exista doua care dau acelasi rest la

TmMpAartirea Prill 3 ... oo 1p
o Analizeaza cazul 3 | n ... oo Ip
o Analizeaza cazul 3 | n+ 1 ... oo Ip
o Analizeaza cazul 3 | n 42 ... Ip
0

Problema 2

Pe o tabla sunt scrise numerele de la 1 la 100. Ana si Bogdan joaca un joc in care cei doi fac
mutari alternativ, prima care muta este Ana. O mutare consta din a alege un numar natural
n > 1 dintre cele scrise pe tabla, a-1 scrie sub forma a + b, cu a, b numere naturale nenule,
apoi de a sterge de pe tabla numarul a + b si a scrie pe tabla numerele a si b. Jucatorul care
nu mai poate muta, pierde. Care dintre copii are strategie de castig, indiferent de cum va
juca celalalt si care este aceasta?

Andrei Eckstein

Demonstratie. Jocul se termina atunci cand toate numerele devin egale cu 1. Suma numerelor de
pe tabla nu se modifica la o mutare. Initial, suma numerelor de pe tabla este 1+2+43+...4+100 =
5050. Deci, la sfarsit, pe tabla vor fi 5050 numere toate egale cu 1. Sa mai observam ca la fiecare
mutare numarul de numere scrise pe tabla creste cu 1. Initial erau 100 de numere. La final sunt
5050 numere pe tabla, deci s-au efectuat 4950 mutari, adica un numar par. Asadar, ultima
mutare a fost facuta de Bogdan si Ana pierde, indiferent de cum muta ea sau Bogdan.

Barem:
o Afirma ca jocul se termina cand toate numerele sunt egale cu 1 ... ............... ... 3p
o Justifica de ce la final vor fi pe tabla 5050 numere egale cu 1 ... ..................... 1p
o Demonstreaza ca numarul de mutari efectuat este par ... ....... ... .. ... ... ... 2p
o Afirma ca Bogdan este castigatorul ... ... ... ... 1p
O
Problema 3

o g 7 . T3 o v T 3 T —n o
Determinati numerele naturale ab si cd, stiind ca abcd = ab + c¢d ', unde n este numar
natural.

Demonstratie.
« Daci n >4, atunci ed " > 10* = 10000 > abcd si problema nu are solutii.

e Dacan =0saun =1, atunci ab+ cd "<99+99 < abcd, nici n acest caz nu avem solutii.
Asadar, n poate lua doar valorile 2 sau 3.
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+ Daci n = 2, relatia din enunt devine 100 - ab + cd = ab + cd > = 99-ab= cd(ed —1).
De aici rezultd ca 11 | cd(cd — 1), dar 11 este prim si rezultd cd 11 | ¢d sau 11 | (cd — 1).
Pe de alta parte, cd si ed — 1 sunt prime intre ele pentru ca sunt numere consecutive, de
unde obtinem si ca 9 | ed sau 9 | (cd — 1).

o 11 |cdsi9| (ed—1) si obtinem solutia cd = 55 si ab = 30.
09 |cdsill] (ed—1) siobtinem solutia cd = 45 si ab = 20.
099 | cd sau 99 | (cd — 1) si obtinem solutiile cd = 99 si ab = 98.

« Dacd n = 3, analog ca mai sus, se obtine relatia 99 - ab = cd(cd - — 1) si avem de studiat
aceleasi cazuri ca mai sus.
S& mai observam mai intai ca 99 - ab < 100 - 100 = 10000 si, pentru cd > 22 obtinem ca
cd(cd ® — 1) > 10626. Deci cd < 21.

o Dacd 9 | cd si 11 | cd > _ 1, atunci cd = 18, dar nu verifici a doua conditie, deci
nu avem solutii.
o Daci 11 | ed si 9 | cd 2o 1, atunci cd = 11, dar nu verifici a doua conditie, deci nu avem
solutii.
o Dac 99 | cd obtinem cd = 99 si nu avem solutii.
o Dacd 99 | (cd g 1), atunci cd d& restul 1 sau 10 la Impértirea cu 11. Singura solutie
este cd = 10 si ab = 10.

Solutiile problemei sunt (ab, cd,n) € {(30,55,2), (20, 45,2), (98,99, 2), (10, 10, 3)}.

Barem:

e Eliminacazurilen =0, n=18In >4 ... . 1p
o Obtine 99 ab = cd(cd — 1) ... i 1p
e Rezolva complet cazul n = 2 ... .. e 2p
o Rezolva complet cazul n =381 9 | cd, 11| ed ... ooooiiiii 2p
« Rezolva cazul 99 | (cd g L) o Ip

O
Problema 4

Unele dintre cele 2022 cutii mari din camara contin cate 338 cutii medii fiecare. Unele
dintre cutiile medii contin cate 338 cutii mici fiecare. Daca exista 5392 cutii goale, cate
cutii sunt in total?

Demonstratie. Cutiile pot fi umplute pe rand, una cate una, nu se modifica esenta problemei.
Initial sunt 2022 cutii mari goale. O umplem pe prima dintre ele. Cutia mare care a fost
umpluta cu cutii medii nu se mai numara la cele goale, dar avem 338 noi cutii goale. Adica,
numarul cutiilor goale a crescut cu 337. La fiecare operatie de umplere a unei cutii, numarul
cutiilor goale creste cu 337, iar la final vor fi 2022 4 337k cutii goale, unde k reprezinta numarul
de operatii de umplere a unei cutii goale. Cum 5392 = 2022 + 337 - 10, obtinem k£ = 10 si
numarul total de cutii este 5392 + 10 = [5402]

Barem:

« Justifica de ce numarul de cutii creste cu 337 de fiecare data ... ........... ... .. ... 2p
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o Afirma ca dupa k operatii sunt 2022 + 337k cutii goale ... ....... ... ... ... 2p

o Determina b = 10 ... oo e 2p

o Obtine numarul de cutii egal cu 5402 ... ... . 1p
O

Problemele 1-4: ... . 4% Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... . Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 3 ore
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