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§1

Solutii

Problema 1

a) Determinati numerele naturale m pentru care numerele 2! si 5™ sunt consecutive.

b) Spunem despre un numar natural n ca este sumabil daca are cel putin doua cifre si
se poate scrie ca suma unor numere naturale consecutive, cel mai mic dintre aceste
numere naturale consecutive fiind egal cu suma cifrelor numarului n. Care este cel
mai mare numar sumabil, care are suma cifrelor 17

Demonstratie.

a)

Pentru m > 2 avem 5™ = 25-5m72 > 25.2m72 > 8.2m"2 1 1 = 2™+l 11 deci 5™ si gm+l1
nu pot fi numere consecutive.

Pentru m = 1 gasim solutie, numerele 4 = 22 si 5 sunt consecutive. Pentru m = 0 avem
solutie, numerele 5° = 1 si 2 sunt consecutive.

Solutie alternativa.

Pentru m = 0 numerele sunt 2! = 2 si 5° = 1, care sunt consecutive.

Este evident c& pentru m > 0 cel mai mare dintre numere este 5™. Daca 2™! = ¢ si
5™ = a4+ 1, atunci 5™ = 2! 4 1.

o Dacd m este numéar par nenul, atunci 5™ = (6 — 1)™ = Mz + 1 s 2™ +1 =
(B—1)m" +1= Mz—1+1= Msj. Cum numerele dau resturi diferite la impartirea
prin 3, nu exista solutie In acest caz.

e Dacid m = 1, atunci 2™ = 22 = 4 5i 5™ = 5! =5, care sunt solutii.

« Daci m este numar impar mai mare sau egal cu 3, atunci 57 = 5%+ = 25F . 5 =
5-(24+1)"=5-(Mg+1) = Mg+ 55si 2" +1 = Mg+ 1. Cum numerele dau
resturi diferite la impartirea prin 8, nu exista solutie in acest caz.

Solutiile sunt m = 0 si m = 1.

Numerele naturale de cel putin doua cifre pentru care suma cifrelor este 1 sunt de forma

10™, m € N*. Daca 10™ este un numar sumabil, atunci exista n € N* astfel Incat
+1

10" =142+3+ .. +n < 10" = "("2> = 10"-2=nh+1) <

2+l 5m = p(n+1). Cum n si n + 1 sunt numere prime intre ele, rezultd ca n = 2™+ si
n + 1 = 5" sau invers.

Pentru m > 2 am demonstrat la punctul anterior ca nu avem solutii. Ramane unicul caz
m = 1 pentru care 10 = 1 + 2 4+ 3 + 4, deci singurul numar sumabil cu suma cifrelor egala
cu 1 este 10.

Barem:
o Demonstreaza ca pentru m > 2 nu se obtin solutii ... ... .. .. .. ..o 2p
o Obtine solutiile m =0si m =1 ... .o 1p
o Afirma ca singurele numere cu suma cifrelor 1 sunt cele de forma 10™ ............. ... 1p
o Obtine 2™ 5™ = (N4 1), oo oo Ip
o JustificA n =2l sim + 1 =5 Sauinvers ... .........ooiiiiiii 1p
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o Obtine solutia unica 10 ... ... .. e 1p

Problema 2

In triunghiul isoscel AABC stim ca m(ZBAC) = 100°. Fie (BD bisectoarea unghiului
ZABC, D € (AC). Daca perimetrul triunghiului AABD este egal cu m si perimetrul
triunghiului AABC este n, determinati lungimea laturii (BC') in functie de m si n.

Mihaela Berindeanu

Demonstratie. Triunghiul AABC este isoscel si obtuzunghic = (AB) = (AC) si LABC =
LACB.

In AABC stim cd m(ZABC)+m(£/BCA)+ m(LCAB) =180° <= m(/BCA) =m(/CBA) =
40°.

Cum (BD este bisectoarea unghiului ZABC' obtinem ca m(£DBC) =

Consideram E € (BC) astfel incat (BD) = (BE). In ABDE avem m(ZDBE)+ m(£/BDE)+
m(/BED) = 180° = m(/BED) = 80°.

1y

B FE
Construim DF | BC, F € BC si DG L AB, G € AB. Punctul D apartine bisectoarei
unghiului ZABC' si este egal departat de laturile unghiului, adica (DF') = (DG). (1)
Din teorema unghiului exterior obtinem ca m(ZGAD) = mZABC)+ m(£LACB) = 80°. (2)
Din (1) si (2) si pentru ca ZDFE si ZDGA sunt unghiuri drepte obtinem ca ADFE = ADGA
in cazul de congruenta CU. De aici obtinem (AD) = (DE). (3)
Triunghiul ADEC este isoscel pentru ca m(ZDEC) = 180°— m(ZDEB) = 100°. In ADEC
m(LEDC) = 180°— m(/DEC)— m(/DCE) = 40° = /EDC = /ECD = (DE) =
(EC). (4)
Din (3) si (4) si din constructia punctului F obtinem BC' = BE+FEC = BD+DE = BD+AD.
Papc— Papp = AB+ BC+CA—-AB—-BD - AD=BC+CA—-BD—-AD=BD+ AD +
CA—BD—AD = CA. Deci AC = AB = n —m. Pe de alta parte, BC = Pagc — AB — AC =

n—2(n—m)=2m—n.

Barem:
o Determind m(ZDBC) = 20° ... oot Ip
o Construieste E' € (BC) cu (BD) = (BE) ... coii 2p
o Construieste DF L BC si DG L AB ... oo e 2p
o Obtine BO = BD 4 AD ... oo 1p
o Obtine BO =2 — M o0 oo 1p
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Problema 3

La intrarea in Muzeul de Arta din Helsinki sunt aliniate 10 perechi de papuci pe care
trebuie sa 1i Incalte vizitatorii, nefiind permis accesul cu incaltamintea care a fost purtata
in exterior pentru a proteja podeaua din piatra veche si parchetul. Tocmai a sosit un grup
de 5 matematicieni si ghidul a privit cu stupoare la dezordinea care era printre papuci,
gandindu-se ca va dura mult pana cand fiecare vizitator isi va gasi un papuc stang si unul
drept. Insi, unul dintre matematicieni l-a asigurat ci, oricum ar fi asezati papucii, se
pot gasi 10 consecutivi, astfel ITncat numarul papucilor pentru piciorul stang sa fie egal cu
numarul papucilor pentru piciorul drept. Demonstrati ca matematicianul are dreptate.

Demonstratie. Numerotam papucii de la 1 la 20 si 1i impartim in 2 grupe:

e Grupa [: Primii 10 papuci, cei de la pozitia 1 la pozitia 10. Notam cu s; numarul de
papuci pentru piciorul stang din aceasta grupa si cu d; numarul de papuci pentru piciorul
drept din aceasta grupa.

o Grupa II: Ultimii 10 papuci, cei de la pozitia 11 la pozitia 20. Notam cu s, numarul de
papuci pentru piciorul stang din aceasta grupa si cu d numarul de papuci pentru piciorul
drept din aceasta grupa.

Facem pentru inceput urmatoarele observatii:
e S;+ 89 =d; +dy = 10.
e 51+d; =10 = d; =10 — s;.
e So+dy =10 = dy = 10 — s,.
Analizam urmatoarele cazuri:

o Cazul I: s; = d;. Atunci problema este rezolvata intrucat am gasit 10 papuci consecutivi
cu numarul papucilor pentru piciorul stang egal cu numarul papucilor pentru piciorul
drept.

e Cagul II: s; > d;. Vom demonstra ca in grupa a II-a numarul papucilor pentru piciorul
stang este strict mai mic decat numarul papucilor pentru piciorul drept, adica s; < ds.
Tntr—adevér, daca sy > dy atunci s; + so > di + do, ceea ce reprezinta o contradictie.
Asadar, pentru grupa a Il-a, diferenta dintre numarul papucilor pentru piciorul stang si
numarul papucilor pentru piciorul drept este negativa, adica sy —dy < 0. (1)

In continuare, ideea este sd ne mutdm, cu cAte un papuc, de-a lungul liniei de papuci.
Plecam de la grupa {1, 2, ..., 10} si trecem succesiv prin urmatoarele grupe {2,3, ..., 11},
{3,4,...,12}, ..., {10,11, ..., 19} si ajungem in final la {11,12,...,20}.

La fiecare dintre aceste grupe prin care trecem ne uitam la diferenta dintre numarul
papucilor pentru piciorul stang si numarul papucilor pentru piciorul drept. Initial diferenta
este s —dy = 51 — (10 — s1) = 257 — 10 care este un numar par strict pozitiv, intrucat
s1 > dy. La fiecare trecere, de la o grupa la alta, observam ca:

o diferenta raméne constanta (papucul care iese din grupa este de acelasi tip cu papucul
care intra in noua grupa).

o creste sau scade cu 2 (papucul care iese din grupa este de un alt tip fata de papucul
care intra in noua grupa).
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Asadar, plecam cu o diferenta pozitiva para, apoi succesiv adunam sau scadem 2, si
conform (1) ajungem 1in final la o diferenta negativa. Prin urmare, de-a lungul tranzitiilor,
trebuia s fie o grupa cu diferenta 0. In acea grupa numarul papucilor pentru piciorul
stang este egal cu numarul papucilor pentru piciorul drept si problema este rezolvata.

o Cazul III: 51 < d;. Se demonstreaza similar ca si cazul II.

Barem:
« Imparte papucii in doud grupe de cate 10 ... ......iiii i 1p
e Analizeaza cazul S1 = dy ... .. 1p
e Demonstreaza ca sy > di == S9 < Ay o oo v 1p
o Obtine 51 —dy = 251 — 10 .o oo 1p
o Analizeaza modificarea diferentei s; —dy ... ... 1p
o Argumenteaza existenta unei grupe cu numar egal de papuci stangi si drepti ... .. ... 2p
O
Problema 4

Care este cel mai mare numar natural mai mic decat 2022 care se poate scrie ca suma a 4
divizori diferiti ai lui?

Andrei Bara

. o v ~ o o .. . ...n
Demonstratie. Sa observam pentru inceput ca, daca d este un divizor al lui n, atunci si 7 este
divizor al lui n. Este evident din scrierea n = d - T

. . .. . v . n
Fie dy < dy < d3 < dy4 cei 4 divizori care au suma egala cu n. Atunci dy = —, do = —, d3 =

n
c b’

a3

dy=—,unde 1 < a <b<c<dsunt siei divizori ai lui n. Obtinem:
a

n+n+n+n 1+1+1+1 1
N=—4 -4+ 4 - = 441,
a b ¢ d a b ¢ d

Daca a > 3, atunci b > 4, ¢ > 5, d > 6 de unde rezulta:

LR U S S U S S L
a b ¢ d—3 4 5 6 60

Obtinem o contradictie si Intrucat a # 1 rezulta a = 2 si atunci b > 3.

3
0
u

1.

IA

1
o Daca b =5, atunci — + = = 3cd = 10(c +d) <= (3c—10)(3d — 10) = 100,

6
. C .
ecuatie ce nu are solutii pentru ¢ > 6, d > 7.

11 1
o Daca b =4, atuncif—kgzz < cd=4(c+d) <= (c—4)(d—4)=16. Se gasesc

c
solutiile (¢, d) € {(5,20),(6,12)}.
Astfel, avem ci 2,4, 5,20| n sau 2,4,6,12| n = 22 - 5| n sau 2% - 3| n.
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1 1 1
» Daca b = 3, atunci E+f =5 < cd =6(c+d) <= (c—6)(d—6) =36, de unde se
gasesc solutiile (¢, d) € {(7,42),(8,24), (9, 18), (10, 15)}.

Rezultd c&d 2-3- 7| nsau 23 - 3| n sau 2- 3% nsau 2-3-5| n.

Se obtine cane MpUu Mz() UMy U ./\/llg U Mgo.
Cel mai mare numar care face parte din aceasta multime este 2020, care este divizibil cu 20 si
2020 = 1010 + 505 + 404 + 101.

Barem:
. Aﬁrmécéd\n:>2|n .......................................................... Ip
11 1 1
o Scrie ecuatia — 4+ — 4 — 4 — = L. .. e 1p
Ta b ¢ d
e Demonstreaza ca a =210 <5 ... o 1p
o Analizeaza cazul b =5 ... ... 1p
o Obtine 22 -5 1 Sal 2% | M oot ottt 1p
e Obtine2-3-7|nsau2’-3|nsau2-3*|nsau2-3-5|n. ....ooooiiiiiiiiiii. .. 1p
e Determina solutia n = 2020 si scrie n = 1010 + 505 +404 + 101 ... ... .. .. ... ... 1p
O
Problemele 1-4: .. ... .. . . . 4% Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... .. Op
Total: 28p
Timp de Tucru: ... 3 ore
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