5= 2ab+2bc+2ac

‘y= -b + Vb2 - 4ac % ;x
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§1 Solutii

Problema 1

Consideram ABCD un patrat. Fie punctul E pe latura (AB) si fie punctul F' pe latura
(AD) astfel incait CE = EF. Consideram punctul M pe segmentul (AE) cu proprietatea ca
m(LEFM) =m(£LBCE). Sa se arate ca masura unghiului ZBC'M este egala cu jumatate
din masura unghiului ZAMF'.

Dinu Serbanescu

Demonstratie. (EF) = (EC) = AFEFC este isoscel si m(LEFC) =m(LECF).

Sa observam ca m(ZLMFC) = m(LMFE)+m(£LEFC) = m(LECF)+m(£LECB) = m(£LFCB).
In plus, ZFCB = ZCFD pentru ca sunt complementele unghiului ZFC D, prin urmare (FC
este bisectoarea exterioara a unghiului ZM F A. Deoarece (AC' este bisectoarea interioara a
unghiului ZFAM si (FC este bisectoarea exterioara a unghiului ZAF M, deducem ca C' este
A-excentrul triunghiului AFM, deci distanta de la C' la dreapta M F' este egala cu lungimea
laturii patratului.

A M E B

Fie R proiectia punctului C' pe dreapta FM. Cum (CR) = (CB), (CM) este latura comun
si triunghiurile AMCR si AMCB sunt dreptunghice, obtinem ca AMCR = AMCB =

ZMCR=/ZMCB.

Patrulaterul M BC'R este inscriptibil pentru ca m(ZMRC) + m(£LMBC') = 180°, si diame-
trul cercului circumscris este C'M. Rezulta ca ZAMF = ZBCR, de unde m(ZAMF) =
m(£LBCR) =2 -m(£LMCB), ceea ce trebuia demonstrat.

Barem:

« Demonstreaza ca (F'C este bisectoarea exterioara a unghiului ZMFA ... ......... ... 2p

o Demonstreaza ca d(C, MF) = BC ... .. . 1p

e Demonstreaza ca ZMCR =ZMUCB ... ..o 2p

o Demonstreaza ca LZAMF = ZBCOR ... ..o 1p

o Obtine m(LAME) =2-m(ZMCB) ... .o 1p
O

Problema 2

In triunghiul ascutitunghic AABC consideram punctele M € (AB) si N € (AC), astfel

incat AM = AN. Fie {O} = BN N CM. Daca (BO) = (CO), atunci triunghiul AABC
este isoscel.

Marius Miinea
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Demonstratie. Vom aplica metoda reducerii la absurd. Presupunem ca AABC nu este isoscel,
deci AB # AC. Fara a restrange generalitatea problemei, vom alege ca AB > AC, de unde
obtinem ca m(£LACB) > m(£LABC).

Construim NR || BC, R € (AB). Vom demonstra ca R € (BM). Din RN || BC —
LZANR = ZACB (corespondente), ZARN = ZABC (corespondente) si cum m(LACB) >
m(£LABC) = AR > AN. Dar AM = AN = AR > AM, deci M € (AR).

Fie NRN MC = {P} si BP N AC = {T}. Vom demonstra ca BCNP este trapez isos-
cel. Stim ca AOBC este isoscel cu OB = OC — ZOBC = ZOCB. Pe de alta parte,
/BCO = ZOPN si ZLCBO = ZPNO, fiind perechi de unghiuri alterne interne. De aici
rezulta ca ZOPN = ZONP = AONP este isoscel cu ZOPN = ZONP. Atunci
BN = BO + ON = CO + OP = CP, deci trapezul BCNP are diagonalele congruente,
de unde obtinem ca este isoscel de baze (BC) si (NP) =— «4BPN = Z/CNP =
/TPN =/TNP = . (1)

Construim AS || BP, S € NR. Atunci, ZASN = /TPN (2) (unghiuri corespondente).
Din (1) si (2) obtinem ZASN = ZANS, adica AASN este isoscel cu (AS) = (AN). Dar
(AM) = (AN) = (AS) = (AM). Triunghiul AASR este obtuzunghic cu m(ZARS) > 90°
pentru ca ZARS = ZBRN, fiind unghiuri opuse la varf, iar cel din urma este obtuz ca unghi
alaturat bazei mici in trapezul BOCNR, de unde AS > AR > AM si am obtinut astfel o
contradictie. Presupunerea facuta este falsa, deci triunghiul AABC' este isoscel.

Demonstratie alternativa. Vom aplica metoda reducerii la absurd. Presupunem ca AABC nu
este isoscel, deci AB # AC. Fara a restrange generalitatea problemei, vom alege ca AB > AC.
Atunci M N } BC.

Ducem BC' || MN, C" € (AC. Vom demonstra ca C' € (AC"). Din MN || BC" si (AM) = (AN)
obtinem ca AABC" este isoscel. Asadar, AB = AC" si deoarece AB > AC — AC" > AC,
deci C' € (AC"). Fie MC"N BN = {O'}. Pe de alta parte, MNC'B este patrulater inscriptibil
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deoarece este trapez isoscel. Fie BC N Cyyerp = {P} si MC N Cynerp = {Q}. Atunci:

m(MB) + m(@QP) _

m(Z/0CB) = m(/MCB) = .

m(@)
2

Am obtinut m(ZOCB) > m(£LOBC), contradictie cu AOBC isoscel. Presupunerea facuta este
falsa, deci triunghiul AABC' este isoscel.

>

= m(ZMC'B) = m(LOBC") > m(LOBC).

Barem:
o Construieste NR || BC, R € (AB) oo oot Ip
o Demonstreaza cad R € (BM) ... oo 1p
o Demonstreaza BC'N P trapez iSoscel ... ... e 1p
o Construieste AS || BP ... oo Ip
o Obtine (AS) = (AM) oo i Ip
o Justificd m(ZARS) > 90° .. oo 1p
o Finalizeaza ... ... o 1p
[
Problema 3

Notam cu 7(k) numarul tuturor divizorilor (pozitivi) ai numarului natural k. Aflati cel mai
mic numar natural n astfel incat cel mai mare divizor comun al lui 7(n) si al lui 7(n?) nu
este o putere a lui 2.

Se stie cd, dacd descompunerea in factori primi a unui numar natural n este n = p{* -
P52 Pk, unde p1 < py < ... < pp, atunci numdarul de divizori este egal cu T(n) =
(011 + 1) : (Oég + 1) '(Oék + 1)

. . 3 o ..
Demonstratie. Fie n = p' - p52 - -pi* = n® = pi® - p3* . _.p?®. Avem urmitoarele relatii:

7(n) = (g +1) - (e + 1) - -(ap + 1)
7(n®) = (a1 + 1) - (3ap + 1) - (30 + 1)
Atunci (7(n), 7(n%)) £ 2* <= Jp, p >3, p prim, astfel incat p | 7(n) si p | 7(n), adici:

p|(Bar+1)- Bag+1)-.. (3o + 1)

Intrucat (3a; + 1) - (Bag + 1) - -(3ay + 1) este Mz + 1 = p # 3. Analizidm in continuare
urmatoarele cazuri:
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o Cazul I: p = 5.
5|1 (ar+1) - (e+1)- (g +1) = T e {1,...,k}, 5| (s + 1)

5| Bar+1)- Bag+1) . -(3ap +1) = Jj € {1,....k}, 5| (3a; + 1)

Dll’l5’(Oél+1):>041+1:M5:>CYZ:M5—1:M5+4 (1)
Din5|(3aj—|—1):>304j—|—1:M5:>6aj+2:M5:>6&j:M5—2:M5+3:>
ij+5OKjZM5+3:>Oéj:M5+3. (2)

Din (1) si (2) => i # j. Dar n = pf" - p3* - pp* => n > pi - pj’ = |n > 2. 3%,

e CazulIl: p=T7.
Tl (ar+1) - (ae+1). (g +1) =T e{l,...,k}, 7| (s +1)

7] Bar+1)-Bag+1)-.-(Bap+1) =35 € {1,....k}, 7| 3c; + 1)

DiIl7|(Oéi+1):>05i+1:M7:>Oéi:M7—1:M7+6. (3)
Din7|(3aj—|—1):3(13»—0—1:M7j6aj+2:M7:7aj—aj+2:M7:
M7—Oéj+2:M7:>&j:M7+2. (4)

Din (3) si (4) => i # j. Dar n = pf* - p3? - pp* => n > pi - p = |n >2°.3%|,

e Cazul III: p > 11.
I (ag+1) - (ag+1)- (g +1)=Fie{l,...k}, 11| (o + 1)

Din 11 | (a;+1) = a;+1 = My = o; = My —1 = My;+10. Dar n = pi* -p32-..ppt =
n>pd = |n >2

Deoarece 219 > 26.32 > 21. 33 obtinem n > 2% 33 In toate cazurile. Verificim daca n = 24 - 33
satisface cerintele problemei:

(243 = (4+1)-(3+1) =20

(28 3%)%) =7(212. 3% = (12+ 1) - (9+1) = 130
(20,130) = 10 # 2°

Asadar cel mai mic numar cu proprietatea cautata este |n = 2* - 3|,

Barem:
« Demonstreaza ci 3 nu este divizor comun pentru 7(n) si 7(n3) ... ... Ip
e Obtinen >2%-33 pentru p =15 ... ..o i 1p
o Obtinen > 20632 pentrtu p =T ... .. . i 1p
o Obtinen >2W pentru p > 11 ... o o 2p
o Demonstreaza cid n = 2% - 3% este valoarea minima ... .............. ... ... ... ... ... 1p
« Demonstreaza ca n = 2% - 33 verifici conditiile cerute ... ............. ... ... 1p
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Problema 4

Vom numi secventa de lungime n un n-uplu de numere naturale nenule, nu neaparat distincte,
cu suma 25. Vom numi separator al secventei de lungime n un numar natural k£ daca
putem alege k dintre cele n numere din secventd care sa aiba suma egala cu S.

a) Cate numere separatoare are secventa 1, 1, 1, 1, 2, 27

b) Care este numarul maxim de numere separatoare pe care le poate avea o secventd
de lungime n convenabil aleasa.

Demonstratie.

a) In acest caz 25 = 8, deci vom cauta numere cu suma 4.

k =1 nu este separator;

k = 2 este separator cu alegerea 2, 2;

k = 3 este separator cu alegerea 1, 1, 2;

k = 4 este separator cu alegerea 1, 1, 1, 1;

k = 5 si k = 6 nu sunt separatori pentru ca suma celor mai mici 5 numere din
secventa depaseste S.

b) Pentru inceput facem urmatoarele observatii:

Daca k este separator, atunci si n — k este separator.

Daca 1 este separator, atunci doar 1 si n — 1 sunt separatori. (1)

Analizam urmatoarele cazuri:

Daca n = 1 nu putem avea niciun separator.
Daca n = 2, doar 1 poate fi separator, cand numerele sunt egale.
Daca n = 3, doar 1 si 2 pot fi separatori, ca in cazul numerelor 1, 2, 3 (142 = 3).

Daca n = 4, putem avea cel mult doi separatori, din argumentul (1), ca in cazul
numerelor 1, 2,3, 6 (1+2+3 =6).

Daca n > 5, vom arata ca pentru o secventa convenabil aleasa numarul maxim de
separatori este n — 3 si acestia vor fi:

2,3,4,....,n—2.
Deoarece 1 si n — 1 pot fi separatori doar atunci cand sunt unicii separatori si cum

n — 3 > 2 pentru n > 5, ramane doar de oferit un exemplu.

o Pentru n = 2k putem alege numerele
1,1,1,1,2,2,4,4,...,2F2 9k=2
pentru care 25 = 2%, deci S = 2F71. Avem

S:2k—2+2k—2:2k—2+2k—3+2k—3:”_:2k—2+2k—3+.._+2+1+1'

o Pentru n = 2k + 1 putem alege numerele
1,1,2,2,2,4,4,... 21 ok=1
pentru care 25 = 28! deci S = 2F. Avem

=281 4ol = ob g of =2 Lok — L R M 2 b1+ L
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Astfel, numéarul maxim posibil de numere separatoare este:
e niciunul pentru n = 1,
e unul pentru n = 2,
e doipentrun=3sin=4

e n — 3 pentru n > 5.

Barem:
« Demonstreaza ca separatorii secventer sunt 2, 3si4d ... ... .. 1p
o Afirma ca, daca k este separator, atunci si n — k este separator ................ ... 1p
o Analizeaza cazurile n € {1, 2, 3, 4} ... o 1p
o Gaseste exemplu pentru m > 5, N PAT .. o 2p
o Gaseste exemplu pentru n > 5, nimpar ... ... 2p
O
Problemele 1-4: .. ... . . . 4 xTp=28p
Puncte acordate din oficiu: ......... .. .. Op
Total: 28p
Timp de lucru: ... 4 ore
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