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§1 Solutii

Problema 1

Fie a, b, c numere reale pozitive, astfel incat a+b+c = 6. Demonstrati ca are loc inegalitatea

(10 — @) (10 — B)(10 — o) > (Va+v2) (Vb +v2) (Ve+v2) .

Mihaela Berindeanu

Demonstratie. Cum a, b, c >0sia+b+c=6 — a<6,b<6,c<6 = 10—a > 0,
10—-5b> 0, 10 — ¢ > 0. Obtinem:

b+ 2 2 b
100—a=446—a=44+b+c=2+ j; —1—6—5 + —;CZ

> 2+ V2b+ V2 + Vie = (Vb +v2) (Ve + v2) .
Analog, obtinem 10 — b > (\/E—I— \/5) <\/E—|—\/§) sil0—c¢ > (\/E—I— \/§> (\/1_7+ \/5)

Inmultim cele trei inegalititi si rezulta

(10 — a)(10 = b)(10 — ¢) > (Va + \/5)2 (Vo + \/5)2 (Ve+ \/5)2.

Cazul de egalitate se obtine pentru a = b = ¢ = 2.

Barem:
o Substituie @ =6 — b — ... 2p
o Aplicd inegalitatea mediilor a +2 > V2a ... ..o 3p
o Inmulteste cele 3 inegalitati si obtine cerinta ... .............ccovveeeeieeeeeeeioi. ... 2p
O
Problema 2

Fie ABC'D un tetraedru in care AB = 1, AC = 4 si BD = 4. Stiind ca exista un punct
egal departat de mijloacele celor sase muchii ale tetraedrului, sa se calculeze lungimea
segmentului (C'D).

Demonstratie. Notam cu E, F, G, H, I, J mijloacele muchiilor (AB), (AC), (CD), (BD),
(AD), respectiv (BC'). Se observa ca paralelogramele EFGH si EIGJ au diagonala comuna
(EG), la fel EIGJ si IHJF au diagonala comuna (I.J), de unde deducem ca EG, FH si I.J

sunt concurente in mijlocul comun O.
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Fie M punctul egal departat de mijloacele muchiilor. Cum ME = MG =— MO 1 EG. La
fel, MO 1. HF, MO 1 IJ. Cum EG, FH, IJ nu sunt coplanare, rezulta ca M = O, deci M
este mijlocul segmentelor EG, HF, 1.J.

Din ME=MG =MF = MH = MI = MJ, rezulta ca paralelogramele FFGH, FI1GJ, I[FJH
sunt dreptunghiuri.

BD A
Cum FI = - = 2, IG = 20 = 2, aplicam teorema lui Pitagora in AFEIG si obtinem

AB 1
EG =2v/2,decisi IJ=FH = EG =2v/2. Din IH = -5 =3 aplicam teorema lui Pitagora

in ATHJ si obtinem:

31
HJ?=1J*-1H*= T
Dar oD
Barem:
« Demonstreaza ca bimedianele sunt concurente in mijlocul comun ... .............. ... 1p
o Demonstreaza MO L EG sianaloagele ... ... .. .. ... i 1p
o JustificA M = O ..o oo 2p
o Justifica FFGH dreptunghi si analoagele ... ..... ... .. ... 1p
e Obtine EG=1J=FH =EG=2V2 ... .. i 1p
o Obtine OD = /3] oo i 1p
O
Problema 3

Fie z si y numere intregi pozitive. Determinati numarul perechilor (x,y), astfel incat
x +y < 100 si pentru care expresia

23 4P — 2%y
(z+y)?
este numar intreg.
Demonstratie. Din
3,3 22,2
z°+y oy c7
(z +y)?

obtinem

(z+y)* | (v +y)° = 3ey(z +y) — 2%y
De aici,

(x +9)* | 3vy(z +y) + 2°y*.
Obtinem ca
(z+y) |9z +y)* +4 (Sxy(x +y) + x2y2)

(z+1)* | 3z +y) + 2zy)*
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(@ +y) | Bz +y) + 2zy)
(x+vy) | 2zy.
Deci 22y = k(x + y), unde k € N. Din conditia

6k + k2
4

(x+y)* | 3zy(z+y) +2°y° = (z+y)* -

obtinem k par si deci (x +vy) | zy.
De aici, (z +y)? | (x +y)* — 3zy(z +y) — 2%y? = 2% + y> — z?y>. Prin urmare, trebuie s& aflim
toate perechile (z,vy), astfel incat zy = (z + y)z, unde z € N. Retinem ca zy > xz, xy > yz si
(x — 2)(y — 2) = 22, Altfel, dacd notdm d = (z — z,y — 2), atunci z — 2z = da® si y — z = db?,
unde (a,b) =1, iar x = da(a +b), y = db(a + b).
Observam ca T _Zgid= Ty .

y b’ (a+b)
Sa remarcam ca la perechi diferite (x,y) corespund triplete diferite (d, a, b), iar la triplete diferite

(d,a,b) corespund perechi diferite (x,y).

Avem ci = +y = d(a + b)? < 100, deci d < si a+b<10. Notam cu n = a + b. Cum

100
(a+ b)?
(a,b) =1 <= (a,n—a) =1 <= (a,n) =1, obtinem ca pentru fiecare 2 < n < 10 numarul
perechilor ordonate (a,b) pentru care (a,b) = 1 este indicatorul lui Euler pentru numarul n.
Astfel, pentru o fixare a lui n, numarul d ia {J valori si numarul perechilor ordonate (a,b)

este Y ¢(n) - FOO )

2J' Numarul perechilor (z,y) este egal cu:
n<10 n

25-1+11-246-24+4-4+2-2+2-64+1-441-64+1-4=105.

Barem:
o ObtIne (T4 4) | 2TY « o oot 2p
o ObUINe T U | BY oo o 1p
o Demonstreaza ca x = da(a+b), y = db(a+0b), (a,b) =1 ... ... . Ip
o Afirma ca perechile (z,y) sunt unic determinate de tripletele (d, a, b) si reciproc ... ... 1p

» Demonstreaza ca numarul de perechi ordonate (a,b) este egal cu numarul de numere

mai mici decat n SI Prime CU 70 ... .o e 1p
« Obtine ca numarul perechilor (x,y) este 105 ... .. ... i 1p

O]
Problema 4

Pe o tabla este desenat un poligon convex cu 2015 de varfuri si toate diagonalele sale sunt
trasate. Alex si Bogdan joaca urmatorul joc.

Pe rand, fiecare baiat sterge orice numar de la 1 la 10 de laturi adiacente ale poligonului
sau orice numar de la 1 la 9 de diagonale (nu neaparat din acelasi varf). Jucatorul care nu
mai poate face o miscare pierde. Alex ncepe primul. Care dintre baieti poate castiga jocul
indiferent de cum joaca celalalt baiat? Care este strategia castigatoare?

"Formula of unity” / "The third millenium”
2014/2015 — Runda a doua
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Demonstratie. Vom Tmparti jocul in doua sub-jocuri.

e Sub-jocul 1. Doar mutarile cu diagonale sunt luate in consideratie. Vom considera numarul
de diagonale disponibile, deci unde 0 este pozitie pierzatoare. Analiza retrograda arata ca
1 — 9 sunt pozitii castigatoare. Dar atunci 10 este pozitie pierzatoare, deci 11 — 19 sunt

pozitii castigatoare, si asa mai departe. Prin urmare, pozitiile pierzatoare sunt multipli
2015(2015 — 3)

de 10; cum numarul de diagonale este , deci un multiplu de 10, rezulta ca

primul jucator pierde, strategia castigatoare a celui de-al doilea jucator fiind de a sterge
10 — k diagonale daca la mutarea precedenta primul jucator a sters 1 < k < 9 diagonale.

o Sub-jocul 2. Doar mutarile cu laturi sunt luate in considerare. Al doilea jucator va aplica
o strategie de simetrie; daca la prima sa mutare, primul jucator a sters 1 < k < 10 laturi
adiacente, al doilea jucator sterge 11 — k laturi adiacente, anume cele care lasa din conturul

2005 —k—(11—k)

2
laturi. De acum inainte, jucatorul al doilea repeta in oglinda mutarea facuta imediat mai
inainte de catre primul jucator, in cealalta linie franta. Prin urmare, de céate ori primul
jucator poate muta, si al doilea va putea muta, deci primul jucator pierde.

poligonului doua linii frante disjuncte, formate fiecare din

Asadar, primul jucator din fiecare sub-joc va pierde. Aceasta inseamna ca Bogdan castiga jocul
complet; fiecare mutare a sa va fi in sub-jocul in care a mutat mai inainte Alex, dupa strategia
castigatoare a acelui sub-joc.

f Autorul solutiei este cel langa care v-ati fi gasit, cu adevarat, bucuria de a fi oameni care
stiu si fac matematica: DAN SCHWARZ.

De-a lungul incursiunii mele in matematica, domnul profesor Dan Schwarz a avut o influenta
cruciala asupra mea. Un expert in combinatorica cu un ochi fin pentru argumente elegante,
el m-a ajutat sa descopar ca domeniul are o frumusete distincta, ce poate fi apreciatda in
acelasi mod in care apreciem o pictura sau o simfonie muzicala. Iar astfel, am realizat ca
succesul consta in a vedea dincolo de aparentul mecanism rigid si a cauta ingeniozitatea si
creativitatea intr-o demonstratie, chiar st intr-un mediu competitiv.

Octav Dragoi, medaliat cu aur la IMO 2011

Comentariile, pe care vi le recomand cu speranta ca va vor determina sa nu mai alergati
doar dupa puncte, le gasiti aici.

\- J
Barem:

» Gaseste strategia castigatoare pentru mutarile cu diagonale ... ................... ... 3p

« Gaseste strategia castigatoare pentru mutarile cu laturi ... ... oL 4p

0

Problemele 1-4: .. ... . . . 4% Tp=28p

Puncte acordate din oficiu: ......... . .. Op

Total: 28p

Timp de lucru: ... 4 ore
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