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§1 Solutii

Problema 1

A= \/1 + 2011\/1 + 2012\/1 +2013y/1 + 2014 - 2016

Care este valoarea lui A7

a) 2016 b) 2015 c) 2013 d) 2012

Demonstratie.
1+2014-2016 = 1+ (2015 —1)(2015+1) = 1+2015* —1 = 2015*> = /1 + 2014 - 2016 = 2015.

Continuand rationamentul vom obtine ca | A = 2012 |.

Raspuns corect: [d) | ... ... 5p
m
Problema 2
—45
Numerele x,y, z € R satisfac inegalitatea z(x —5) +y(y — 7) + z(z + 4) < 5
Care este valoarea sumei x +y + z =7
a) 6 b) 5 c) 4 d) 3
Demonstratie.
—45 5\2 7\? 9
o =5) b yly—T) 2+ ) < - = (x—z) 4 (y—2> (2 422<0 =
5 7
xr = i,y =5 z = —2. Valoarea sumei x + y + 2 este egala cu .
RASPUNS COTeCt: [C) | ..o e op
m
Problema 3
Fie a,b € R*,a,b > 0 care verifica relatia 4a® — 8ab — 210* = 0.
—b
Care este valoarea expresiei a4 ?
a+b
1 5 5 3
e b X2 ) /2 D
21 3 3 V5
Demonstratie.
4a* — 8ab — 210* = 0 <= 4a® + 6ab — 14ab — 210* = 0 <= 2a(2a + 3b) — 7b(2a + 3b) =
-3 7
0 < (2a+3b)(2a —T7h) =0 <~ %: - sau % =5
T . 7
Cum % > () avem solutia unica % =35 Inlocuind in expresia de calculat pe a cu 5 obtinem
rezultatul é .
3
RASpUns corect: [ D) | ... 5p
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Problema 4
In fiecare zi catelusa Heidi mananca dimineata 3 si seara 1 dintr-o conserva de carne.

Stapana catelusei a deschis miercuri dimineata un bax cu 5 conserve. In ce zi a saptamanii
va trebui deschis urmatorul bax?

a) Joi b) Vineri c¢) Luni d) Miercuri
Demonstratie.
7
Ratia zilnica este 3 + 112 dintr-o conserva. Un bax de 5 conserve se consuma in 5 : 5=

5-12 60 4
——— = — = 8 zile, deci urmatorul bax va fi deschis in ziua a noua care va fi .

7 7 7
RASPUNS COTECt: [a) | ... o o5p

Problema 5

In sistemul de coordonate XOY se considera punctele A(6,2), B(2,6),C(—2,2), D(2, —2).
Care este aria patrulaterului ABC'D?

a) 36 b) 49 c) 32 d) 16

Gazeta Matematica, Supliment, 2020

Demonstratie.
o . : . . AC-BD
Patrulaterul ABCD este un patrat cu diagonalele de lungime 8. Aria este egala cu —— =

RASPUNS COTECE: | C) | ..o op

Problema 6

a, b, c sunt trei numere naturale impare consecutive in ordine crescatoare.
Care este valoarea expresiei a® — 2b? + ¢2?

a) 0 b) 2 c) 4 d) 8

Demonstratie.
Precizarea ca numerele sunt impare este importanta doar prin faptul ca diferenta dintre doua
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numere impare consecutive este 2. Rescriem expresia intr-o singura variabila si obtinem
a? =20+ =a®>—2(a+2)%+ (a+4)* = 8]
Raspuns corect: [d)| ..... ... 5p

Problema 7

Fie a, b, ¢ trei numere reale astfel incat 0 < a < b < c¢. Care dintre urmatoarele situatii nu
este posibila?

a)a+c<b b)a<c c)a<b d)b—c<a.

Demonstratie.

Afirmatiile b si ¢ sunt evident adevarate, ele facind parte chiar din ipoteza. Pentru ultima
afirmatie este suficient sa observam ca b — ¢ < 0, iar a > 0, prin urmare este adevarata mereu.
Prima afirmatie nu este adevarata pentru ca doar ¢ singur este mai mare decat b. Situatia care

nu este posibila este .
RASPUNS COTECE: [a) | ..o op

Problema 8

Care este probabilitatea ca la extragerea a doua elemente distincte din multimea
A={-3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, 4} produsul acestora sa fie egal cu zero?

1 1
1 c) - d)

b) z

a)

W =
DN | —

Demonstratie.

Cardinalul multimii A este 8. Numarul de cazuri posibile este dat de numarul de moduri In care
se pot selecta doua elemente distincte din multimea A. Fiecare element poate fi ales impreuna
cu oricare altul din multime, adica in 8- 7 moduri, Insa am numarat fiecare submultime de doua

8-7 -
ori. Numarul de submultimi de doua elemente este —— = 28. In continuare calculam numarul

cazurilor favorabile. Sunt 7 cazuri in care produsul a doua elemente din multimea A este 0 si
anume toate submultimile de 2 elemente cu un element egal cu 0. Calculez probabilitatea ca
raport Intre numarul cazurilor favorabile si numarul cazurilor posibile:

RASpUNS corect: [ D) | ... 5p

Problema 9
Stiind c& are loc relatia 2" | 15% — 118, cu n € N, aflati valoarea maximd a numarului n.

a) b b) 6 c) 4 d) 3
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Demonstratie.

155 — 118 = (15* + 11%)(15* — 11*) = (15* + 11*)(15% + 112)(15* — 11?)

Suma a doud pétrate perfecte impare este multiplu de 4 plus 2, deci 15% + 11 si 15% + 112
se divid cu 2 fiecare, dar nu cu 4, iar 152 — 112 este divizibil cu 8, nedivizibil cu 16, deci

Nmaz = 1+ 1+ 3 =[5]
RaASpUNS COTECt: [a) | ... 5p

[
Problema 10
Care numar dintre cele patru variante de mai jos este patrat perfect?
18!- 19! 19! - 20! 23! - 24! 97! . 98!
a b) c) d)
2 2 2 2
Demonstratie.
97! 98! 97!-97!- 98 98
= = (972 = = (97!)% - 49 = (97! - 7)?
2 2 2
Raspuns corect: [d) | .. ... 5p
O

Problema 11

In sistemul de coordonate XOY prin punctul A(12,5) se duc dous drepte perpendiculare
care taie axa OY 1n punctele B si C, simetrice fata de origine. Aflati aria triunghiului

ANABC.

67
a) 5 b) 18v/3 c) 312 d) 156
Demonstratie.
B si C fiind simetrice fata de O = OB = OC deci in triunghiul dreptunghic AABC' segmentul
. y . . . o BC
(AO) este mediana corespunzatoare ipotenuzei si, conform teoremei medianei, — AO = -

Aplicand teorema lui Pitagora obtinem AO = /52 4+ 122 = /169 = 13 = BC = 26.
26 - 12
AnaBc = —y =

y]l

(97
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Raspuns corect: |d)

Problema 12

Care este suma numerelor reale a si b care sunt solutii ale ecuatiei

la + 3| + b — 14b + 49 = 0?

a) 10 b) 4 ¢) -11 d) 0

Demonstratie.
Ecuatia data este echivalenta cu

la+ 3|+ (b—17)*=0.

Cum |a + 3] > 0si (b —7)* > 0 obtinem c& are loc cazul de egalitate. De aici a = —3 si b = 7.
Suma lor este egala cu .

Raspuns corect: |b)

Problema 13

In cubul ABCDA'B'C'D' notim cu M, N mijloacele laturilor (AB), (B'C"). Care este
valoarea sinusului unghiului determinat de dreapta M N si planul (ABC)?

2 VG b X o 2 pa

Demonstratie.

Vom nota cu [ lungimea laturii cubului si cu P proiectia punctului N pe dreapta BC.

BP || BPN,BB' || NP = patrulaterul BB’NP este un paralelogram, iar m(£B'BP) =
90° == BB'NP este dreptunghi. Cum BB’ 1 (ABC) = NP 1 (ABC)
Priapey(MN) = MP — Z(MN,(ABC)) = Z(MN,MP) = ZNMP.

AC 12

In triunghiul AABC segmentul (M P) este linie mijlocie = MP = 5 5
Cum NP 1 (ABC) si MP C (ABC) = NP 1 MP. Aplicam teorema lui Pitagora in

2
V2
triunghiul dreptunghic AM PN, de unde MN? = MP? + NP? < MN?*= ( \2/_) + 12 =

12 [
o <= MN = \2/6
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PN
Calculam sin(ZN M P) in triunghiul dreptunghic AM N P si obtinem sin(£ZNMP) = YN =
G
w6 | 3
2
Raspuns corect: |b) | . ... 5p

Problema 14

In paralelipipedul dreptunghic ABC DA’'B'C'D’ cunoastem dimensiunile AB = 3v/2 c¢m si
BC = 2/3 c¢m, iar AA’ > AD. Unghiul determinat de dreptele AD’ si B'C' are masura de
60°. Care este valoarea ariei triunghiului AABD'?

a) 7v/6 cm? b) 6v/6 cm? c) 8v/6 cm? d) 10v/6 cm?

Demonstratie.

Deoarece AB || D'C" si (AB) = (D'C’) = punctele A, D', C’, B sunt coplanare si AD'C'B
este paralelogram. Prin urmare AD' | BC" —= Z(AD', B'C') = Z(BC’, B'C') = 60°

B' c'

30°
O

60°

B oy ©

Dar BB’ > BC = m(£BCB') > m(£BB'C) = m(£BCB'’) > 45°. Notam cu {O} =
BC'NC"B. Deoarece BCC'B' este dreptunghi rezulta ca ABOC este isoscel. Cum m(£BOC) =
180° — 2 - m(£BCO) si m(£LBCO) > 45° = m(£BOC) < 90°. Dar m(£BOC) € {60°,120°}.
Cumuland rezultatele obtinute rezulta ca m(ZBOC) = 60° si ABOC' este echilateral, iar
m(£BB'C) = 30°. In triunghiul dreptunghic ABB'C' din teorema unghiului de 30° obtinem c&

AD' - AB  4v/3-3v2
B/O = 4\/§ Pentru ca B/C = BC/ = AD' EES AABD’ = 5 = \/323\/_ = 6\/6 .

Raspuns corect: |b)
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Problema 15

5 ornamente dreptunghiulare identice, fiecare avand aria de 12 dm?, sunt asezate pe un
zid in forma de patrat ca in figura de mai jos (laturile ornamentelor dreptunghiulare sunt
paralele cu laturile patratului mare sau se sprijind pe acestea). Care este aria zidului?

D c

a) 312 dm? b) 300 dm? c) 198 dm? d) 216 dm?

Demonstratie.
Fie z lungimea ornamentului dreptunghiular, y latimea ornamentului dreptunghiular.

AB=xz+(z—y)+y+z =3z

BC=y+zx+ar+y=220+2y
AB=BC = 20+4+2y=3x — =2y

Aria unui ornament dreptunghiular este xy = 2y> = 12. Prin urmare, y = /6, iar = 2v/6.
Aria patratului este

AB? = (30)* =9 (2v6)" = 9-24 =216 dm?]

Solutie alternativa
Patratul ABCD este compus din 36 patratele, iar fiecare ornament dreptunghiular acopera
exact 2 patratele. Pentru acoperirea intregului patrat sunt necesare 18 ornamente care acopera

1216 dm?.

RAspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 16
Pe planul dreptunghiului ABCD cu lungimile laturilor AB = /15 e¢m si BC' = /10 ¢m

se ridica perpendicularele C'F' si DE, astfel incat CF = 2 cm si DE = 3 c¢m. Care este
distanta de la punctul B la dreapta EF?

a)\/25_5 10)355 ) \/3?_1 d);‘;

Demonstratie.
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E
F
M
P
D Y )
A B

Fie {P} = EF N DC. Notam cu M proiectia punctului C pe EP. Deoarece CFED este trapez
dreptunghic si CF < DE = m(ZCFFE) > 90°. Prin urmare, punctul M se afla intre punctele
Fsi P. Din BC L (DCFFE) si CM L FP aplicand teorema celor 3 perpendiculare obtinem
BM 1 EF = d(B,EF) = BM.

pPC FC 2 PC 2

Cum CF | DE = APCF ~ APDE — TN 5D _PC - 3

PD  DE 3
2 = PC=2-DC =215
In AFCP dreptunghic aplicim teorema lui Pitagora si obtinem FP? = FC? + CP? =4+ 60 =
64 = FP = 8. In continuare scriem aria triunghiului dreptunghic AFCP in 2 moduri si

FC-CP CM-FP _ FC.-CP V15
2 = 5 de unde obtinem CM = T g

In final, aplicim teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic BCM de unde BM? =

obtinem

15 55 V)
BC?*+CM? =10+ —=— = BM=|—|

4 4 2
RASPUNS COTECE: [a) | ..o op

O

Problemele 1-16: ... ... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... . 20p
Total: 100p
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