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§1 Solutii

Problema 1
Valoarea sumei UPP10 + UPP12 este 135422. Care este rezultatul calculului U + P + P ?

Demonstratie.
UPP10+UPP12 =135422 <= 100-UPP+10+UPP+12 = 135422 <= 200-UPP+22 =

135422 <= UPP =677 = U+ P+ P =/[20].
Raspuns corect: |20 ... ... op

Problema 2

La concursul UpperTeams fiecare echipa primeste spre rezolvare un numar de 91 de probleme
pentru doua saptaméani. Echipa Anei isi propune sa lucreze in fiecare zi acelasi numar de
probleme, dar mai mult de o problema pe zi si nu pe toate intr-o singura zi. Care este
numarul minim de probleme pe care ar putea sa il lucreze echipa Anei pe zi astfel incat sa
se respecte planul?

Demonstratie.
Pentru ca 91 = 7 - 13, iar 7 si 13 sunt numere prime rezulta ca numarul minim de probleme pe

care trebuie sa 1l lucreze echipa Anei zilnic este , terminand sarcina in 13 zile, adica in mai
putin de doua saptamani.
RASpUNS COTeCt: | 7| .. op

Problema 3

Ana are 500 de bile rosii si verzi. Dorind sa aiba numai bile rosii, ea face schimb cu prietena
ei, Bianca. Aceasta 1i ofera 5 bile rosii pentru fiecare 13 bile verzi. Dupa mai multe schimburi
Ana are 300 de bile rosii. Cate bile rosii a avut initial Ana?

Demonstratie.
La fiecare schimb Ana pierde 13 — 5 = 8 bile. Pentru ca la final Ana are cu 200 de bile mai
putin, Tnseamna ca s-au facut 200 : 8 = 25 schimburi, Tn care Ana i-a dat Biancai 13 - 25 bile

verzi. Asta Inseamna ca initial Ana avea 500 — 325 = bile rosii.
Raspuns corect: | 175 ... . . op

Problema 4
Care este cel mai mare numar natural de 4 cifre cu proprietatea ca diferenta oricaror doua
cifre vecine este egala cu 37

Demonstratie.
Pentru a fi cat mai mare trebuie ca prima cifra sa fie 9. Cifrele nu sunt distincte, asa incat le

putem folosi pe cele mai mari, adica 9 si 6.
Cel mai mare numar pe care il putem forma este | 9696 |.
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Raspuns corect: [9696 | .. ... ..o 5p

Problema 5

Andrei are o anumita suma de lei si se pregateste pentru doua evenimente: concursul de
matematica Upper School si aniversarea Anei. Daca ar castiga premiul de 50 de lei de la
concurs si nu ar merge la aniversarea Anei, noua suma de lei a lui Andrei ar fi cubul unui
numar natural, iar daca nu ar castiga premiul, dar ar cheltui pentru cadoul Anei 50 de lei,
noua suma de lei a lui ar fi patratul aceluiasi numar natural. Care este suma pe care o are
Andrei?

Demonstratie.
Daca notam cu a suma de lei pe care o are Andrei, relatiile se rescriu

a+ 50 = 23

a — 50 = 2?
Cum numarul a + 50 este cu 100 mai mare fatd de a — 50 obtinem cd 23 — 2?2 = 100 <+
22 (r—1)=100=1-100=4-25=25-4=100-1. Dar 2> > 50 = >4 = z=5si
a = 75. Prin urmare, Andrei are de lei.
RaASpUNS corect: |75 | .. . op

Problema 6

Mama are cu 15 Ron mai mult decat Ana si cu 12 Ron mai mult decat Bogdan. Mama 1i
da Anei a Ron si lui Bogdan b Ron astfel incat toti trei au acum sume egale.

Care este valoarea produsului a - b7

Demonstratie.

Notam cu x suma pe care o are mama initial. Atunci Ana are x — 15, iar Bogdan x — 12. Cei
trei au in total 3x — 27 si daca notam cu y suma pe care o are fiecare dupa schimburi atunci are
loc egalitatea 3x — 27 = 3y = x — 9 = y. Fiecare va avea * — 9 Ron. Ana primeste 6 Ron si
Bogdan 3 Ron. Produsul a - b are valoarea [ 18]

Raspuns corect: | 18| ... ... . 5p

Problema 7

Folosind toate cifrele, fiecare cifra o singura data, formam patru numere naturale: unul de o
cifra, unul de doua cifre, unul de trei cifre si unul de patru cifre. Care este cea mai mica
valoare pe care o poate lua numarul de trei cifre, stiind ca suma numerelor este 20167

Demonstratie.

Scriem suma numerelor astfel: a + bc + def + ghij = 2016 <= a+b+c+d+e+ f+g+h+
i+ 74+ 9b+99d + 9e + 999g + 99h + 9i = 2016 <— 1llg+ 11(d+h)+b+e+i=219 =
g=1 = 11(d+h)+b+e+i=108. Cum b+e+1: <27 = d+ h > 8. Pe de alta parte
11(d+h) <108 = d+h <99 = d+h e {8,9}. Pentru ca numarul de trei cifre sa fie cat
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mai mic trebuie ca cifra d sa fie cat mai mica.

Mai observam c& g = 1 pentru ca, altfel, def nu mai este numar de trei cifre, prin urmare d > 2.
Daca d + h = 8 cea mai mica valoare pentru d este 2 si b+ e + ¢ = 20. Cum e trebuie sa fie cat
mai mica obtinem e =3 si f = 0.

Daca d 4+ h =9, cea mai mica valoare pentru d este 2sib+e+i=9 = e=0si f = 3. Prin
urmare, valoarea minima pentru def este . Un exemplu este 9 + 48 + 203 + 1756 = 2016.

Raspuns corect: 203 | ... ... op
O

Problema 8

Cate numere naturale de trei cifre sunt exact cu 36 mai mari decit un numar de doua cifre?

Demonstratie.

Pentru a obtine un astfel de numar trebuie sa adunam 36 la un numar de doua cifre.

100 < 36 + ab = ab > 64. Pe de alta parte ab > 99 = ab + 36 > 99 + 36 = 135. Numerele
care verifica conditiile problemei sunt 100, 101, 102, ---, 135 si sunt in total .

Raspuns corect: |36 ] ... ... op

Problema 9

La inmultirea a doua numere naturale, din neatentie, Rob schimba ordinea cifrelor unuia
dintre ele. Stiind ca numarul pe care l-a scris gresit are doua cifre si ca rezultatul obtinut
este 161, care era, de fapt, rezultatul corect?

Demonstratie.
Pentru ca 161 = 7 - 23, iar In acest produs singurul numar de doua cifre este 23. Asta Inseamna
c& produsul pe care ar fi trebuit sa il calculeze Rob este 7 - 32 =[224]

Raspuns corect: 224 | ... ... 5p

Problema 10
S este suma a doua numere naturale de cate doua cifre fiecare. Daca toate cele patru cifre
ale acestor doua numere sunt distincte, care este cea mai mica valoare a sumei cifrelor
numarului S?

Demonstratie.

Suma a doua numere de cate doua cifre fiecare este un numar de doua cifre sau unul de trei
cifre. Suma cifrelor minima se obtine pentru 100. Un exemplu este 100 = 26 + 74. Deci, suma
minima este .

RaAspuns corect: | 1| ... 5p

Solutii - Clasa a-V-a http:\ \upper.school Pagina 4


https://upper.school/concursuri/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2021 Etapa 11

Problema 11

Doctorul i-a recomandat veveritei o cura de slabire. Zilnic poate sa manance:
« fie 7 alune
« fie 3 alune si 2 nuci
« fie 4 nuci

Afla cate nuci a mancat saptaména trecuta, cdnd a avut in meniu 27 de alune.

Demonstratie.
Facem urmatoarele notatii:

e x = numarul de zile In care mananca 7 alune;
e y = numarul de zile In care mananca 3 alune si 2 nuci;
e y = numarul de zile In care mananca 4 nuci.

Atunci numarul total de alune mancate este 7x + 3y = 27. Analizam 1n continuare urmatoarele
cazuri posibile:

e Cazul 1: =0 = 0+ 3y =27 = y =9. Dar y < 7 pentru ca o saptaméana are 7
zile. Nu retinem solutii in acest caz.

e Cazul 2: x =1 = 7+ 3y =27 = 3y = 20. Nu retinem solutii in acest caz.
e Cazul 3: x =2 = 144 3y =27 = 3y = 13. Nu retinem solutii In acest caz.
e Cazul4: 2z =3 = 21+ 3y=27T = y=2 —= z2=T—z—y=2.

Asadar, veverita a mancat 2y + 4z =4+ 8 = nuci.
Raspuns corect: | 12| ... ... 5p

Problema 12

Cate numere naturale cuprinse intre 6000 si 7000 au produsul cifrelor diferit de zero?

Demonstratie.

Numerele care verifici cerintele problemei sunt de forma 6abc, unde a, b, ¢ sunt cifre nenule.
Fiecare cifrd poate lua 9 valori si, conform Principiului produsului, gasim 93 = numere
care au produsul cifrelor nenul.

Raspuns corect: | 729 | ... .. op

Problema 13

Intrebat fiind ce varstd are mama sa, Kole a riaspuns: "Varsta mamei este suma a doua
numere naturale nenule distincte. Fiecare dintre cele doua numere se comporta astfel la
impartirea prin 9, respectiv prin 3: daca la impartirea prin 9 se obtin catul c si restul r
atunci la impartirea prin 3 se obtin catul r si restul c.” Aflati ce varsta are mama lui Kole.
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Demonstratie.

Vom nota cu a si b cele doua numere care insumate dau varsta mamei lui Kole.
a=9+7r0<r<9 a=3r+c¢,0<c<3 = 9c+r=3r+c = r=4c = a=13c.
Numerele sunt nenule si avem doar cazurile ¢ = 1, respectiv ¢ = 2, de unde obtinem ca cele
doua numere sunt 13, respectiv 26. Varsta mamei este 13 + 26 = .

Raspuns corect: |39 ... ... 5p

Problema 14

Diferenta dintre un numar natural de trei cifre abc, a > b > ¢, si rasturnatul sau este un
numar natural format cu cifrele a, b si c.

%_%:Tyza {a,b,c}:{x,y,z}.

Care este suma cifrelor numarului abc?

Demonstratie.
abc — cba = Tyz = 99 - (a — ¢) = Tyz. Dar a — c este o cifrd si pentru o cifrd nenuld k are loc
relatia 99-k = (100 —1) -k = k00 — k = (k — 1)9(10 — k) = y = 9. Cum una dintre cifre este

9, iar a este cea mai mare cifra obtinem ca a = 9 si relatia de mai sus se rescrie 99- (9 —c¢) = 29z.

e Cazul 1: x =b = 891 — 99¢ = 1006+ 90 + ¢ <= 801 = 100b + 100c = 100(b + ¢).

Nu retinem solutii In acest caz.

e Cazul 2: z = ¢ =— 891 — 99¢ = 100c+ 90 +b <= 801 = 199¢ + b. Pentru ca
b<8 = c¢>4.Dar 199¢ < 801 = c¢< 4. Asadarc=45sib=5 = abc = 954.

Suma cifrelor numarului abe este a + b + ¢ =
Raspuns corect: | 18| ... ... . . 5p

Problema 15

Luca si Kole sunt doi prieteni pasionati de matematica. Luca il provoaca pe Kole cu o
problema de vacanta:

'Am ales patru numere naturale distincte nenule si le-am adunat doua céate doua, obtinand
astfel sase valori diferite. Cele mai mici dintre ele sunt 5, 6, 7, 9 si 10. Poti s-o afli pe cea
de-a sasea, care este si cea mai mare dintre ele?".

Kole s-a descurcat de minune si a gasit raspunsul corect. Care este acesta?

Demonstratie.

Notez cele patru numere, in ordine crescatoare, cu a, b, c si d, iar a+b, a+c, a+d, b+c, b+d si
¢+ d sunt egale cu 5,6,7,9,10 si y. Adunind cele sase relatii obtinem 3(a+b+c+d) = 37+ y.
Cele mai mici doua numere sunt a + b < a + ¢, iar cele mai mari sunt b+ d < ¢+ d. Prin urmare,
atc=6sib+d=10 = a+b+c+d=16 = y=|11]

Raspuns corect: | 11| ... 5p
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Problema 16

Spunem despre un numar b ca este fratele lui a daca se obtine din @ prin schimbarea ordinii
cifrelor acestuia. De exemplu, fratii lui 123 sunt: 132, 213, 231, 312 si 321.
Cati frati are numérul @ = 10! — 127

Demonstratie.
a=999....... 988, iar pentru a afla fratii lui a trebuie sa aflam in cdte moduri distincte putem
—_———
109cifre
aseza cele doua cifre de 8. Asta revine la afla cate grupe de cate doua numere putem alege
din numerele 1, 2, 3, ---, 111. Numarul 1 poate fi pus in grupa cu oricare dintre celelalte 110

numere diferite de el, numarul 2 poate fi pus in grupa cu oricare dintre celelalte 110 numere
diferite de el, si asa mai departe. Insi, fiecare grupa a fost numarati de doud ori, prin urmare
trebuie sa Tmpartim rezultatul la 2. Gasim astfel 111 - 110 : 2 = 6105 moduri de distribuire
pentru cele doud cifre de 8. Insi a nu este frate pentru el insusi si trebuie s il eliminim din

total. Au ramas 6105 — 1 ={6104 | frati pentru numarul a.

Solutie alternativa :

Vom numara mai intai cate numere naturale de 111 cifre se formeaza cu 109 cifre de 9 si doua
cifre egale cu 8.

Fixam o cifra de 8 pe ultima pozitie, iar a doua cifra poate ocupa celelalte 110 locuri. Obtinem
astfel 110 numere. Apoi, mutam cifra de la coada numarului pe penultima pozitie si pe a doua
o mutam in fata pe cele 109 locuri. Nu o mai asezam pe ultima pozitie pentru ca am numara
inca o data numarul 999...9 88. Continuam rationamentul si vom gasi inca 108 numere, inca 107

109cifre
numere, ultimul pe care il putem forma astfel fiind 88999...99.
——

109cifre
Am obtinut astfel 1 +2+34 ...+ 110 = (1 +110) - 110 : 2 = 6105 numere din care il vom sciadea

pe a pentru ca a nu este frate cu el insusi.

Raspuns corect: [6104 | ... ... 5p

]
Problemele 1-16: ... .. 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... ... ... 20p
Total: . 100p
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