Concursul de Matematica Upper.School, editia 2021

Se adreseaza copiilor din clasele V, VI, VII, VIII
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= 12 februarie 2021 — etapa | (de calificare), intre orele 8:00 si 20:00

Din momentul inceperii participantul are 2 ore la dispozitie
Nivel de dificultate similar cu etapa locala a ONM

= 5 martie 2021 — etapa Il (de calificare), intre orele 8:00 si 20:00
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§1 Solutii

Problema 1

Intr-un bazin sunt 72 de pesti, unii mari si altii mici. Fiecare peste mare minancs exact
doi pesti mici, astfel incat in bazin raméan doar pesti mari. Dupa ce in bazin raméan doar
pesti mari, se introduc in bazin cativa pesti uriasi, care mananca fiecare exact trei pesti
mari, asa incat in bazin raman doar pesti uriasi. Cati pesti uriasi au ramas in bazin?

Demonstratie.
Numarul pestilor mari este de doua ori mai mic decat numarul pestilor mici, prin urmare
reprezinta o treime din numarul pestilor care erau la Inceput in bazin. Asta inseamna 24 de
pesti mari. Fiecare peste urias mananca cate trei pesti mari, de unde obtinem concluzia ca
numarul pestilor uriasi este de trei ori mai mic fatd de numarul pestilor mari. In bazin au ramas
pesti uriasi.

RaASPUNS COreCt: |8 .. 5p

Problema 2

a b
O pereche de numere strict pozitive (a,b) se transforma dupa un pas in perechea (b’ ) .
a

Care este numarul minim de pasi succesivi dupa care, din perechea (2, 2> se ajunge la o

pereche (p,q) cu p+ q > 20217

Demonstratie.

1

1
O pereche <a, > se transforma dupa un pas in perechea <a2, —
a a

1 1 1 1
Astfel (2, ) trece in (22, ) , aceasta in (24, ) , apoi in (28, ) si in final se ajunge la
2 22 24 28) 7
(216, 216) . Aceasta este prima pereche pentru care suma celor doua numere este mai mare
decat 2021 si s-a ajuns la ea dupa |4 | pasi.
RaAsSpuUNS corect: |4 | ... op

Problema 3

Cate numere de forma a® nu sunt patrate perfecte, unde a € N, 1 < a < 20217

Demonstratie.
Un numar de forma a® este patrat perfect daca:

2
¢ a este numar par pentru ca in acest caz a = 2k si a® = ((Qk)k) :

2
e a este patratul unui numar impar, adica a = (2k + 1)? si a® = ((2k + 1)“) :

Numerele pare sunt 2,4,6,...,2020, adica 1010 numere, iar patratele perfecte impare sunt
12,3%,52,...,43% un total de 10104+22=1032. Din cele 2021 numere naturale nenule le sca-
dem pe cele care nu convin si obtinem rezultatul |989].
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Raspuns corect: 989 | ... ... . 5p

Problema 4

In casutele unui patrat cu 3 linii si 3 coloane se scriu toate numerele naturale de la 1 la 9.
Calculam suma numerelor de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana. Obtinem astfel 6 sume.
Care este numarul maxim de numere prime pe care il putem gasi printre aceste sume?

Demonstratie.
Este posibil sa obtinem @ numere prime, cate unul pe fiecare linie si coloana, asa cum se vede

in tabelul alaturat.

2| 1| 8
9| 3|5
6 | 7| 4

Observatie:

Am acceptat contestatiile care se refera la un alt mod In care poate fi interpretata aceasta
problema. Intr-adevir, nu este clar dacd un numar prim care apare de mai multe ori printre cele
6 sume se numara o singura data sau de fiecare data. In cazul in care ne intereseaza numarul
maxim de numere prime diferite, vom avea in vedere urmatoarele aspecte:

o Cea mai mica suma posibila este 1 +2 + 3 = 6.
o (Cea mai mare suma posibila este 7+ 8 + 9 = 24.
o Numerele prime intre 6 si 24 sunt 7, 11, 13, 17, 19 si 23

e Suma tuturor numerelor din patrat este 45, dar 45 nu poate fi scris ca suma a 3 numere
prime diferite cuprinse intre 6 si 24.

Prin urmare, putem avea maxim 2 numere prime diferite pe coloane si 2 numere prime diferite
pe linii, iar numarul maxim de numere prime diferite este 242 = . Un exemplu de completare
este prezentat in figura de mai jos:

13| 111 20

In aceste conditii se va acorda punctaj maxim pentru raspunsurile |4 | si .

Raspuns corect: @ .................................................................... 5p
RaAsSpuUnS corect: |4 | ... op
O
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Problema 5

Un unghi obtuz are masura exprimata printr-un numar natural. Doua semidrepte interioare
cu originea in varful unghiului il impart in trei unghiuri cu masurile (exprimate in grade si
minute): a°b’, b°c si ¢°a’, unde a,b, ¢ € N*. Care este masura unghiului initial?

Demonstratie.

Pentru ca masura este un numar natural suma a + b + ¢ este un numar intreg de grade si
pentru ca fiecare este mai mic decat 60° atunci a + b+ ¢ € {60°,120°}. Daca a + b+ ¢ = 60°
atunci masura unghiului ar fi de 61°, dar aceasta nu este masura unui unghi obtuz, iar daca
a + b+ ¢ = 120° atunci masura unghiului este de .

Raspuns corect: | 122 ... ... 5p

Problema 6

Care este valoarea numarului natural n pentru care cel mai mic multiplu comun al numerelor
n si 56 este cu 721 mai mare decat cel mai mare divizor comun al numerelor n si 567

Demonstratie.

Avem de rezolvat ecuatia [56,n] = 721 + (56,n). Pentru ca cel mai mare divizor comun este
divizor pentru cel mai mic multiplu comun obtinem ca (56,n)|721, iar (56,n)|56. Divizorii
comuni ai lui 721 si 56 sunt 1 si 7. In plus [56,n]:7, 7217 = (56,n):7. Avem o singuri varianta
pentru cel mai mare divizor comun, (56,n) = 7. Ecuatia este echivalentd cu [56,n] = 728 si
(56,n) =7 = n =91

Raspuns corect: |1 | .. ... op

Problema 7
Numerele naturale nenule a, b, ¢ verifica egalitatea

a2+a+b2+b_c+3
2 2 c+1

Care este valoarea numarului a®+¢?

Demonstratie.
Produsele a(a + 1) si b(b+ 1) sunt pare ( ca produs de numere consecutive) prin urmare
a>+a 04D c+3
5t 5 eEN = 1 eEN = c+1llc+3 = c+12 = c+1€{],2} =
c

1 b(b+1
¢ € {0,1}. Dar ¢ este nenul si de aici obtinem solutia unica ¢ = 1 si a(a;— ) = ( ;_ ) =

1 = a = b= 1. Valoarea numarului a”¢ este [1].
RaAspuns corect: | 1| ... ... op
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Problema 8

Céte perechi de numere naturale (z,y) sunt solutii ale ecuatiei
numar prim si y este un numar natural pozitiv?

2021 — ¢ dacd x este un

Demonstratie.

Pentru ci x este numar prim obtinem ci y = ¥, iar ecuatia se rescrie #20%! = 2% = xk =

2021 = x =43 si y = 43" sau x = 47 si y = 47%3. Numarul perechilor (z,v) este egal cu [2].

RaASPUNS COTeCt: | 2| .. o op
m

k

Problema 9

Ana are 24 de acadele. In cite moduri le poate impérti cu Bogdan si Cristi astfel incat
fiecare copil sa aiba cel putin doua acadele?

Demonstratie.

Distribuind cate doua acadele la fiecare copil, Ana ramane cu 18 acadele pe care trebuie sa le
imparta. Notam cu a, b, c numarul de acadele pe care le poate primi fiecare copil dupa ce fiecare
a primit cate doua. Asta revine la a gasi numarul de triplete ordonate (a, b, ¢) care sunt solutii
ale ecuatiei a + b+ c = 18.

Pentrua =0 = (b,¢) € {(0,18),(1,17),(2,16), ..., (18,0)}.
Pentrua =1 = (b,c) € {(0.17),(1,16), (2,15), ..., (17,0)}.
Continuand rationamentul ajungem la a = 18 si (b,¢) € {(0,0)}.

- 19 - 20
In total avem 1+2+3+...+19:T = variante.

Raspuns corect: | 190 | .. ... . 5p

Problema 10

Sapte prieteni au obtinut ca punctaj la Olimpiada de matematica doar numere naturale
nenule si cel putin doi dintre ei au primit note diferite. Stiind ca suma punctajelor este 49,
aflati care este cel mai mare divizor comun al notelor obtinute la olimpiada de cei sapte
copii.

Demonstratie.

Notez punctajele cu pq, p2, ..., pr si cel mai mare divizor comun cu d. Se obtin relatiile
d|(p1+p2+...+p7) = d|49 = d € {1,7,49}. Dar d nu poate fi egal cu 49 pentru ca
fiecare dintre numere este mai mic strict decat 49. Daca d = 7 obtinem ca toti copiii au obtinut
acelasi punctaj, imposibil. Singurul caz convenabil este d = .

RaAsSpUNS corect: | 1| ..o op
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Problema 11
In triunghiul ABC' se construieste bisectoarea (AA’, A’ € (BC) si fie I punctul de intersectie

ZBA
al bisectoarelor AABC. Daca m(46’) + m(LABC) = 90°, iar valoarea raportului

AI+AC m
—ac unde m,n € N, n # 0, (m,n) = 1, atunci valoarea sumei m + n este egala
cu: "

Demonstratie.

A
A

In triunghiul AABA’ avem:

m(ZAA'B) = 180° — <m(4B) + m%‘”) _
. m(LA)  m(LA) ., m(ZLA)
= 180° — <m(43) =ty ) = 90 P

m(ZLA)

iar din ipoteza m(£B) = 90° — . Deducem de aici ca

m(LABA") = m(LAA'B) = a.

Fie D € [AC] astfel incat AI = AD. In triunghiul isoscel AAID avem ci ZDAI = ZBAA'.
Atunci m(LADI) = m(£LAID) = «. Observam ca triunghiurile AA'IC si ADIC sunt con-
gruente pentru ca (/C) este latura comuna, m(LA'CI) = m(£DCI) = 3, si m(LA'IC) =
m(£DIC) = a— . De aici obtinem ca A'C' = DC'si cum Al = AD avem ca AC' = AD+DC =

1
Al + A'C, iar valoarea raportului cerut este T Valoarea ceruta este egala cu .

Raspuns corect: | 2| ... ... 5p

Problema 12

In triunghiul AABC stim c& AB = 7 ¢cm, AC = 5 cm si m(£LACB) = 2m(£LABC). Pe
semidreapta opusa semidreptei (AB consideram un punct X, astfel incadt A € (BX), iar
(AD este bisectoarea unghiului ZCAX, D € BC. Care este lungimea segmentului (C'D)?

Demonstratie.
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B C D

Fie F € (AX astfel incat AE = AC.

NACD = NAED = CD = ED = D apartine mediatoarei segmentului (CF), dar si A
apartine mediatoarei segmentului (C'E), de aici rezulta ca AD este mediatoarea segmentului
(EC), iar AAEC este un triunghi isoscel de baza (CE) si ADEC este triunghi isoscel de aceeasi
baza.

Din teorema unghiului exterior rezultd ca m(ZCAE) = 3a.

In triunghiul isoscel AACE liniile importante corespunzatoare bazei coincid, de aici rezulta ci
(AD este bisectoarea ZCAE — m(LCAD) = 320(. Pe de alta parte ZACD este suplementul
unghiului ZACB = m(£LACD) = 180° — 2«. Calculam masura unghiului ZADC in AACD
si obtinem ca m(ZLADC) = %.

Am demonstrat ca ADCE este isoscel de baza (CE) = (DA este bisectoarea unghiului
LCDE = m(LCDE)=a=m(LABC) = ABED este isoscel cu (EB) = (ED). Dar si
(ED) = (CD) = DC =[12] em.

Raspuns corect: |12 ... ... op

Problema 13

Fie A o multime formata din 1011 numere naturale. Consideram multimea S formata din
sumele a cate doua elemente, nu neaparat distincte, din multimea A. Care este numarul
minim de elemente al multimii S7

Demonstratie.

Fie A = {ay, a9, as, ..., ajp11} si, fara a restrange generalitatea, le ordonam a; < ag < ... < aqo11-
Obt,inem $irul de inegalitfipi 201 < a1+ as < 2a9 < as+az < 2a3 < ... < apip + 1011 < 2 @1011-
Un exemplu se obtine pentru multimea A = {1,2, 3, ..., 1011}, iar in acest caz S = {2, 3,4, ..., 2022}.
Numarul minim de elemente al multimii S este .

Raspuns corect: [ 2021 | ... ... 5p

Problema 14

Se dau 10 puncte distincte, patru dintre ele coliniare, iar celelalte sase oricare trei necoliniare.
Care este numarul maxim al dreptelor determinate de cele 10 puncte?

Demonstratie.
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N5 JMNa
e N3
N1 N2
c, C, Cy c,

Notam cu C;, i = 1,4 punctele coliniare si cu N;, i = 1,6 punctele necoliniare. Pentru a obtine
numarul maxim de drepte trebuie ca printre punctele N; sa nu gasim doua care sa fie coliniare
cu un punct C;. In acest caz cele 4 puncte coliniare determini o dreapti. Punctele N; determini
15 drepte distincte (Ny No, Ny N3, Ny Ny, ..., N5sNg). In final numaram dreptele N;Cj, care sunt in
numar de 24 (fiecare punct N; determina o alta dreapta cu fiecare punct C;). Numarul maxim
de drepte este 1 4+ 15+ 24 = .

Raspuns corect: [40 | .. ... op

Problema 15

Suma a cinci numere naturale nenule este egala cu 2016. Notam cu d cel mai mare divizor
al celor 5 numere. Care este cea mai mare valoare posibila pe care o poate lua d?

Demonstratie.

Fie ay, as, as, a4, as cele cinci numere si d = (aq, as, as, aq, as). Atunci a1 = dzy, a3 = dzg, a3 =
dxs,ay = dry, a5 = drs, cu (21,29, 3,74, 25) = 1. Cum suma lor este egala cu 2016 obtinem
d(zy + x2 + 23 + 14 + 15) = 2016 = 2° - 32 . 7. Pentru ca d s fie cAt mai mare trebuie ca
T1+ To+ 23+ x4+ 5 sa fie cat mai mic. Numerele sunt nenule si xy +x9 + 23+ x4+ x5 > 5. Dar
5 nu este divizor al lui 2016 si atunci cea mai mica valoare posibila pentru x; + xo + 23 + x4 + 5

este 6. Obtinem d = [336]

Raspuns corect: 336 | ... ... . 5p

Problema 16

Multimea A are 29 de submultimi cu mai putin de 3 elemente. Cate submultimi cu 6
elemente are multimea A?

Demonstratie.

Fie n numarul de elemente el multimii A. O submultime este multimea vida, celelalte 28
avand 1 sau 2 elemente. Un element il putem alege in n moduri distincte, astfel numarul
submultimilor de cardinal 1 este n. Vom numara submultimile de cate doua elemente. Fiecare
element poate fi ales impreuna cu oricare altul si se formeaza n - (n — 1) perechi, dar pentru

ca intr-o multime nu este importanta ordinea elementelor trebuie sa impartim la 2. Astfel,

-1
nin—1) =28 <= n(n+ 1) = 56 cu solutia naturald unica n = 7.

Pentru a obtine o submultime de 6 elemente trebuie sa eliminam cate un element, iar asta se
poate face In 7 moduri. Multimea A are | 7| submultimi a cate 6 elemente.

RaASPUNS COTeCt: | 7| .o e op
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Problemele 1-16: ......... ... 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
otal: .. 100p
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