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§1 Solutii

Problema 1
Fie ay,as, - ,a9 € {—1,1}. Cate valori poate lua expresia:
a1 +ax+az| +]as+as+as |+ | ar+ag+ag |7
Demonstratie.

la; + as + as| € {1,3}. Valoarea 1 se obtine cand exista doua numere opuse si valoarea 3 atunci
cand toate sunt egale. Expresia poate lua valorile 3, 5, 7 si 9. In total sunt valori.

Raspuns corect: |4 | .. ... 5p

Problema 2

Care este numarul solutiilor intregi ale ecuatiei:

| 172 + 13y | — | 11z — 13y |= 997

Demonstratie.
Pentru ca 17z si 11z au aceeasi paritate rezulta ca 17x + 13y si 11z — 13y au aceeasi paritate,
iar de aici diferenta lor este numar par. Cum 99 este numar impar ecuatia data are @ solutii.

Raspuns corect: @ .................................................................... 5p

Problema 3

Fie A={x € Z/| z |< 2n — 1} . Care este valoarea numarului intreg n, stiind ca multimea
A are 2021 de elemente?

Demonstratie.

Este evident ca 2n — 1 > 0. Numerele care verifica inegalitatea sunt toate numerele intregi
consecutive de la —2n+2 pand la 2n —2 = 2n—2 = 1010 <= n =[506]. Cele 2021 numere
sunt —1010, —1009, ...., +1009, +1010.

Raspuns corect: 500 | ....... ... 5p

Problema 4

Perechile (x,y) de numere intregi sunt solutii ale inecuatiei |z +2 | + |y — 7 |< 1. Pentru
fiecare astfel de pereche Luca calculeaza suma x? 4 y?. Care este cea mai mica valoare pe
care o obtine Luca?

Demonstratie.

lz+2|+|ly—7 <1 = |z+2|=0si|ly—T7 =1sau|r+2|=1si|y—7 =0 sau ambele
egale cu 0.

Solutiile sunt (x,y) € {(—2,6),(—2,8),(—3,7),(—1,7),(—2,7)}. Valorile pe care le obtine Luca
sunt 40, 50, 53, 58, 68. Cea mai mica dintre valori este .
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Raspuns corect: |40 | .. ... o5p

Problema 5

Luca a incarcat pe contul personal de Facebook 2n + 7 fotografii din vacanta, iar Andrei
11n 4 8. Din aceste postari baietii au ales (n + 1)? + (n + 2)? + n! imagini pe care le-au
trimis la un concurs de fotografi amatori. Stiind ca atat numarul pozelor incarcate pe contul
personal al fiecarui baiat, cat si numarul n» sunt numere prime aflati cate fotografii au trimis
baietii la concurs.

Demonstratie.
Numerele n, 2n 47 si 11n + 8 sunt prime. Pentru n = 2, 11n 4 8 = 30 care nu este prim. pentru
n = 3, 13 si 41 sunt prime.

Pentru n > 3, 3t n. Daca n = 3k + 1, atunci 3 | 2n + 7 = 6k + 9, fals. Daca n = 3k + 2,
atunci 3 | 11n + 8 = 33k + 30, imposibil.

Pentru n = 3, avem (n + 1) + (n 4+ 2)? 4+ n! = 16 + 25 + 6 = [47]

Raspuns corect: |47 | ... . . op

Problema 6
Se dd multimea A = {zx € R|3""! + 9z — z - 3* = 27}.
Care este suma elementelor multimii A7

Demonstratie.

497 — -3 =27 < 3*B—-2)+92—-27T=0 < 3—-2)(3*-9)=0 = x =3 sau
x = 2, iar suma celor doud valori este [5].

RaASPUNS COTeCt: | 5| .o o op

Problema 7

Cate perechi de numere intregi (z,y) verifica ecuatia

l‘2020 + y2 _ ny?

Demonstratie.
72020 42 =2y = P4yt —Yy+1=1 <= 22+ (y—-1)2 =1 Cumz,y € Z si
12920 > 0, (y — 1)? > 0 avem de analizat 2 cazuri:
e 220 =0si (y—1)2=1. Obtinemz =0siy—1€ {-1,1} = y € {0,2} =
(x,y) € {(0,0),(0,2)}. Retinem 2 perechi de solutii in acest caz.
o 220 =15i(y—1)2=0.Obtinemy =1siz e {-1,1} = (x,9) € {(-1,1),(1,1)}.
Retinem 2 perechi de solutii in acest caz.
In total avem 2 + 2 = | 4| perechi de numere intregi care verifici relatia din enunt.
RaASpUNS corect: |4 | ... op
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Problema 8

A={(z,y) €Z x Z|y* = 2* + 4z + 1}
Care este cardinalul multimii A7

Demonstratie.

v =2’+4r+1 <= ¢y’ =(2+2)*-3 <= (z+2) -9y’ =3 <= (z+2—y)(z+2+y) =3.
Avem de analizat patru cazuri pentru ca divizorii intregi ai lui 3 sunt +1,£3. Obtinem A =
{(0,1),(0,—1), (=4, —1),(—4,1)} al ciirei cardinal este egal cu [4].

RaAsSpuUnS corect: |4 | ... op
O
Problema 9
Valoarea numarului real a pentru care ecuatia 22 + y? — 14y = —a admite ca solutie o unica
pereche de numere reale (z,y) este egala cu:

Demonstratie.

Daca x este solutie atunci si —x este o solutie. Pentru unicitate se impunecazr = —z <= z = 0.
Ecuatia se rescrie y? — 14y +49 = —a + 49 <= (y — 7)? = —a + 49, care admite solutie unici
daca si numai daca a = , iar solutia ecuatiei este (0,7).

Raspuns corect: 49| ... ... 5p

Problema 10

Pentru fiecare numér natural abe notam cu
E(abc) = |(a = b)(b—c)(c —a)].

Determinati valoarea maxima a expresiei E(abc).

Demonstratie.

Dacad numérul abc are cel putin doud cifre egale atunci E(abc) = 0. Vom studia valorile expresiei

numai pentru numerele de trei cifre diferite. E(abc) este numar par pentru ci dintre cele

trei cifre ale numarului abe cel putin doud au aceeasi paritate. Mai mult, numerele formate

cu aceleasi trei cifre dau aceeasi valoare pentru expresie, motiv pentru care putem alege

a > b > csiatunci E(abc) = (a — b)(b — ¢)(a — ¢). Aplicim inegalitatea mediilor si obtinem
(a—=b2+0b-0c?* (a—c)?—=2(a—-0b)(b—rc)

(a—=0b)(b—c) < 5 = 5 , inegalitate pe care o inmultim

)3
cu a—c si obtinem E(abc) < (a 26)
3

9 o o
si atunci F(abc) < E iar cum E(abc) este numar natural obtinem F(abc) < 182.

Pentru 182, care are factorizarea 2 -7 - 13, nu gasim solutie, maximul este si se obtine, de
exemplu, pentru numerele 940 sau 950.

Raspuns corect: [ 180 | ...... ... . . 5p

— E(abc). Cum a si ¢ sunt cifre distincte avem 1 < a—c < 9
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Problema 11

Codul PIN al unui card este o secventa de 4 cifre. Aflati numarul de variante posibile ale
codului stiind ca unele cifre se pot repeta si ca primele trei cifre nu pot fi 207 sau 217.
Prima cifra a unui cod poate fi chiar si zero.

Demonstratie.

Din numarul de variante pentru primele trei cifre (10 - 10 - 10 = 1000) se scad variantele excluse
(2 variante: 207 si 217), deci pentru primele trei cifre raman 1000 — 2 = 998 variante. Pentru
cea de-a patra cifra mai sunt 10 variante, deci numarul total de variante este 998 - 10 =

Raspuns corect: [9980 | . ... op

]

Problema 12

Fie (a,b, ¢, d) un cvadr-uplu ordonat de numere intregi, nu neaparat distincte, in care fiecare
termen este element al multimii {0, 1,2,3}. Pentru céte astfel de cvadr-uple este adevarat
ca numarul ad 4 bc este impar?

De exemplu, (0,3,1,1) este un astfel de cvadr-uplu pentru ca 0-1+ 3 -1 = 3, care
este numar impar.

Demonstratie.

Cum a € {0,1,2,3} sid € {0,1,2,3}, in total sunt 4 -4 = 16 variante pentru valorile posibile ale
lui a si d. Observam ca ad este impar <= a € {1,3} si d € {1,3}. Prin urmare sunt 2 -2 =4
variante astfel incat ad este impar si 16 — 4 = 12 variante astfel incat ad este par.

Analog, obtinem 4 variante astfel incat bc este impar si 12 variante astfel incat be este par.

In final, ad + bc este impar in una dintre urmatoarele 2 situatii:

e ad impar, bc par. Retinem 4 - 12 = 48 variante in acest caz.
e ad par, bc impar. Retinem 12 -4 = 48 variante in acest caz.

In total sunt 48 4 48 = cvadr-uple pentru care numarul ad + be este impar.
Raspuns corect: |96 ... ... ... 5p

Problema 13

Evolutia unui aisberg de forma trapezoidala, care pluteste in apele Marii Labradorului,
este atent monitorizata prin satelit. S-au observat crapaturi pe diagonalele trapezului si
previziunea specialistilor este ca se vor desprinde curand bucatile triunghiulare AOAD si
AOCD. Suprafata AOAD este de 6 km?, iar suprafata AODC este de 3 km?. Care este
aria ramasa dupa desprinderea celor doua sloiuri triunghiulare?

D Cc
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Demonstratie.

DC || AB = Apapp = Apapc
Anrsop = Apasp — Apraos
Anrcos = Apape — Araos

= Apaop = Aapoc =6
AO BO _ Apra0D _ 6

OC = 0D Ampoc 3~
Apsop _ Assop Apaop _ OB OA _ Apopc Aposap _6 6,
Aapoc  Apaop Aapoc  OD OC  Apocp Anrocp 3 3
Apaop = 4Ancop =4-3 =12 km®
Apape = Anpoc + Apaop =6+ 12 = km?
RaAspuns corect: | 18| ... .. op

Problema 14

In triunghiul AABC, AB = 2016, (BO este bisectoarea unghiului ZABC, O € (AC) si S
este mijlocul lui (AB). Aflati marimea laturii (BC') stiind ca m(£SOB) = 90°

Demonstratie.
A
S
Q
O
B C

Fie @ mijlocul lui BS. Avem OQ mediana in triunghiul dreptunghic ABOS. Avem OQ =
QB = @S, deci AOQB este isoscel cu ZQOB = Z0BQ si ZCBO = Z0OBQ, deoarece (BO

este bisectoare. Prin urmare, ZCBO = ZQOB, deci OQ || BC. Pentru ca QB = % = 48

4
0Q _ AQ _ 3
vom avea &5 = 75 = .

Raspuns corect: 672 ... ... . . . 5p
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Problema 15
Pe latura (BC) a triunghiul echilateral AABC' se considera punctul D astfel incat BD = 1
cm si DC' = 3 em. Notam cu E punctul de tangenta al cercului nscris AABD cu latura
AD si cu F punctul de tangenta al cercului inscris AADC cu latura AD. Ce lungime are
segmentul FF7

Demonstratie.

3-%-y

1y gY p XY J 3-x-y C

Lungimea laturii triunghiului echilateral este BC = BD + DC' = 4 cm. Notam cu G si H
celelalte 2 puncte de tangenta ale cercului circumscris AABD si cu [ si J celelalte 2 puncte de
tangenta ale cercului circumscris AADC, ca in figura.

Notam cu x lungimea segmentului F'F si cu y lungimea segmentului £'D. Atunci:

BG=BD-GD=1-y = BH=1-y = HA=AB—-BH=4—-(1—-y)=3+y
— AE=AH=3+y — AF=AFE—-FEF=3+y—2 — Al =3+y—x.
Pe de alta parte
DJ]=DF=x+y — JC=DC—-DJ=3—-2z—y —= CIl=CJ=3—x—y.

In final obtinem:
AC=AlI+I1C=3+y—o+3—2—y=6—2x
Dar AC=4 — 6—-2r =4 — x:
Raspuns corect: | 1| ... ... 5p
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Problema 16

In figura de mai jos ABCD este un dreptunghi cu AB = 20 ¢m si BC' = 10 em, iar BEFG
este un patrat cu BE = 20 em. Fie AC N DE = {P} si PGNCD = {R}. Daca aria

m . ) o
Apcr = —, unde m,n € N, n # 0, (m,n) = 1, atunci valoarea sumei m + n este egala cu:
n

G F

10 em

A 20cm B 20cm E

Demonstratie.
G F
D R/ |C
10 cm L

A 20cm B 20cm E

(DC) = (BE) si £CDT = /BET = ADCT = ABET (cazul C.U.) = C(CT =
BT =5 c¢m. Din CT || AD aplicam teorema fundamentald a asemanarii si obtinem APCT ~

cr cr 1 . . AP 2
APAD = D-AP -3 In AAGB pent;u ca (AC’Qi)Oeste mediana slAA—C = 3100:> P
este centrul de greutate. Rezulta ca Agpp = ABG R iar Agpc = GPE — pen-

3
tru ca (PC) este mediana in ABPG. Dar ACGD este paralelogram pentru ca AD || CG si
AD = CG = CP | DG si din teorema fundamentala a asemanarii obtinem ARPC ~

CP PR PR 1 PR 1 Acpp
ARGD — 2= — "2 Dar DG = AC — 0 - o - _
1 DG 1052(; 25“ RG ~ 3 PG~ 14 Acpe
Z@ACszz'?zgjm—f-n:.

Solutie alternativa: Notam cu {T'} = DE N CB. Pentru ca DC = BE si ZCDT =
/BET — ADCT = AEBT — (CT = BT =5 cm. Aplicam teorema lui Menelaus

. GR DP TC GR

AT e D T e

A = ! ' = —— ] POR = — = - = A = — — = 2 A
oG 5 TR Pl 7o Rl PCR= 3 m+n

Raspuns corect: |28 | ... ... o5p

O

Problemele 1-16: . ... ... 16 x 5p = 80p

Puncte acordate din oficiu: .......... .. 20p

Total: . 100p
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