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§1 Solutii

Problema 1

Se dau numerele reale z,y, z > 0, care verifica relatiile:
x=+2—-2yz
Y =+3—2zz
2z =+/4—2xy.

Care este valoarea sumei = + y + 27

Demonstratie.

Ridicam cele trei relatii la patrat si obtinem

2 =2 2yz

y? =3 —2xz

22 =4 — 2zy.

Prin adunarea celor trei relatii obtinem % +y* + 22 4+ 2xy +2yz + 220 = 9 <= (v+y+2)2=9,
iar pentru ca x,y,z > 0 suma lor este egala cu .

RaASpUNS COrect: | 3| ..o op

Problema 2

Care este patratul valorii ariei triunghiului AABC), stiind ca laturile sale notate a, b, ¢
verifica relatiile:
ala—2)=b+c

bb—2)=a+c
clc—2)=a+1b?

Demonstratie.
Demonstrez ca triunghiul este echilateral. Pentru ca suma a doua laturi ale unei triunghi este
mai mare ca 0, deducem ca a, b, ¢ > 2. Scazand primele 2 relatii avem;

a>—2a—b—c—b+2b+a+c=0 < (a—b)(a+b)—a+b=0 < (a—b)la+b—1)=0

Cuma+b>2+2=4>1, deducem ca a = b. Analog a = ¢, deci triunghiul este echilateral cu
a’ — 2a = 2a, deci a € {0,4}, de unde a = b = ¢ = 4. Aria triunghiului echilateral de latura 4

va fi:

42 . V3
ApaBe = 5 2 =43 = Al pc =48]

RaAspuns corect: |48 | ... .. op

Problema 3
Daca 4% — 2o 4 9v — 2. 3¥72 4+ 97 = 0, cu z,y € N, calculati suma z + y.

Demonstratie.
Formam patrate pornind de la observatia 97 = 81 + 16:

(4" =82+ 16) + (9¥ — 18 -3V +81) =0 > (2" —4)2+ (3 -9 =0
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Prin urmare, 2* =4, iar 3Y =9, deciz =y =2, iar x + y =
RaASPUNS COreCt: [ 4| ..o op

Problema 4
Numerele reale nenule x si y satisfac relatiile z +y = 6 si x - y = 4. Care este valoarea
expresiei

7
x+f+g+y?
Yy
Demonstratie.
T T 2+ y? + 2z
x+—+g+y:x+—+g+y+2—2:x+y+M—2:
y y Ty
(r + y)? 36
= —— —2=06+——-2=13
Tyt +7 13]
Raspuns corect: | 13| ... . . op

Problema 5

L , . 3 -
Numarul irational z verifica relatia 22 + — = 10. Care este valoarea expresiei
x

z(x + 1)(x + 2)(z + 3) + 20217

Demonstratie.
3
P+—=10 <= *—10243=0 < 2°-92—2+3=0 <= 2(2*—-9)—(z-3) =0 <=
T
r(x—=3)(x+3)—(2-3)=0 <= (z—-3)(2*+32-1)=0 < r=3sauz’*+3z—-1=0.
Cum x € R\Q excludem cazul x = 3 si obtinem 2> + 3z —1=0 = z?+ 3z = 1.
In final obtinem:

z(x +1)(x +2)(x +3) +2021 =x(z+ 3) (x + 1)(x +2) +2021 = 1 -3+ 2021 =|2024 |.
N—_— e —————

2243z=1 z243zx+2=1+2

Raspuns corect: [ 2024 | ... ... op

Problema 6
Se aleg la intamplare trei numere diferite din sirul 1, 2, 3, ..., 2020. Daca probabilitatea ca

. m .
produsul lor sa fie un numar impar este P = —, unde m,n € N, n # 0, (m,n) = 1, atunci
n

valoarea sumei m + n este egala cu:

Demonstratie.
Un triplet ordonat de numere distincte din cele 2020 de numere poate fi ales in 2020 - 2019 - 2018
moduri. Rezulta ca numarul de cazuri posibile este 2020 - 2019 - 2018. Pe de alta parte, un triplet
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ordonat de numere impare distincte din cele 2020 de numere poate fi ales in 1010 - 1009 - 1008
moduri. Obtinem astfel ca numarul de cazuri favorabile este 1010 - 1009 - 1008. Prin urmare,
probabilitatea ca produsul numerelor alese sa fie impar este:

~1010-1009-1008 84
©2020-2019-2018 673

— m = 84,n = 673.

Suma cerutd este m +n = 84 + 673 =[757].
Raspuns corect: | 757 | ... 5p

Problema 7

VT+3+v2y—5+v29—z2—-2y=9

Dupa ce a rezolvat aceasta ecuatie cu doua necunoscute, Gabriela a observat ca suma
solutiilor # + y este chiar varsta ei. Aflati varsta Gabrielei.

Demonstratie.
Folosim notatiile auxiliare: a = v/x + 3, b = /2y — 5, ¢ = /29 — 2 — 2y. Avem a® = z + 3,
b?=2y—5c2=29—x—2y

a+b+c=9

A+ +E=2+3+2y—5+29—2—2y =2
Avem deci
(a+b+c)?=3(a*+b"+c%) < a>+ b+ +2ab+2bc+ 2ca = 3(a®* + V* + %) <

— > —2ab+ b +a®>—2ac+ 4+ —2c+ =0 —

— (a—b?*+(b-—c)P+(c—a)’=0 <= a=b=c=3

Prin urmare, x = 3> — 3 =6, iar 2y — 5 = 32, deci y = 7. Avema:+y:6—|—7:
Raspuns corect: | 13| ... ... 5p
0
Problema 8

In sistemul de coordonate XOY, dous orase sunt reprezentate grafic prin punctele A(2,3) si
B(4,6). Coordonata x a punctului M(z,0) de pe axa OX, astfel incat distanta AM + M B

sa fie minima, este egala cu 7 a,b € 7Z*, (a,b) = 1. Care este valoarea sumei a + b?

Demonstratie.
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Fie A’(2,—3) simetricul punctului A fata de axa OX. Notam cu {M} = ABNOX. Atunci OX
este mediatoarea segmentului (AA") = AM =AM — AM+ MB =AM+ MB = A'B.
Daca P este un alt punct al axei OX atunci:

AP+ PB=A'P+PB>A'B=AM + MB
Obtinem astfel ca punctul M este punctul in care se realizeaza minimul sumei AM + M B.
Notam cu {C'} = AANOX, si cu D proiectia punctului B pe axa OX. Cum AA’ || BD, aplicam

AC CM 3 CM 2
: : / — e = — gj
T.F.A si obtinem AA'CM ~ ABDM — = - c= 3 ¢ = CM 3 ¥

2 8
OM:2+—:§.Asadara:8,b:3 = a—l—b:

3
Raspuns corect: | 11| ... ... . 5p
m
Problema 9
1
Numsirul nenul z € R are proprietatea ci = + — si 92 — 22 € Z. Care este suma valorilor lui
x? g
Demonstratie.
1 241 211
rt-€el — * + €7 — = + =k, k€Z < 2?=kx — 1. Pe de altd parte
x x x
t—1
I —12€Z < Yr—kx+1€Z < 2(9-k)+1=tteZ — z=—+ €Q, atata

9—k
1 b

timp cat k # 9. Scriemx:g,a,bEZ, (a,b) =1. Avem . + — € Z <— g—l—fGZ —
x a

b b
2 b2
@ €Z = ab| (a®*+V?),dara|ab = a| (a*+b?). Dara | a*> = a | b* Cum

a
(a,b) =1 = a = £1. Analog obtinem b = £1. Prin urmare z = £1.

9+ V7T
Pentru k = 9 obtinem ecuatia z? — 9z + 1 = 0 cu solutiile z; 5 = —

9+VT77  9—TT
+ 2\/_+ 2\/_:@.

. Prin urmare suma

tuturor valorilor posibile ale lui = este 1 — 1

Raspuns corect: @ .................................................................... 5y
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Problema 10

Se dau numerele reale z,y, z, care verifica relatiile de mai jos:
o 22 —4z=-9—2xy
e z(x—6-—y)+yly—6—2)=-13

Care este valoarea produsului x -y - 27

Demonstratie.

2(r—6—y)+yly—6—1z)=—13 <= 2°+y* — 22y — 62 — 6y + 13 = 0.
2?4y =92y &= 2> —4z+22y+9=0.

Adunam cele 2 relatii de mai sus si obtinem:
2 —6r+94+9y* —6y+9+27 —dr+d4=0

(—=3°+(y—-3°+(2-2?% =0 < r=3,y=3,2=2

Prin urmare, z -y -2 = 3-3-2 =|18].

Dar cele 3 valori gasite nu verifica fiecare ecuatie in parte, asta inseamna ca sistemul de ecuatii
nu are solutii reale. In aceste conditii problema a fost anulati si a fost acordat punctaj maxim
(5p) tuturor partipantilor. O

Problema 11

Se dau a si b doua numere reale pozitive si diferite, astfel incat a + b = 2.

A < y . 4 4 .
Partea intreaga a numarului (a — > <b — b) este egala cu:
a

Demonstratie.

- 16 24 p? 16 b)? — 2ab
Inmultind cele doua paranteze obtinem ab+— —4 @t = ab+——4- (a+)—a =
’ ’ ab ab ab ab

8. A calcula partea intreaga revine la a calcula partea intreaga a numarului ab. Din my < m, =
b 4 4
Vab < a—21— = 1. Pe de alta parte, ab >0 = [ab] =0 — (a— ) (b— b)] =[8].
a

RaASPUNS COreCt: | 8| oo o5p

ab+

Problema 12

Daca z si y sunt numere reale astfel incat
(+y)z+1)(y+1)=3

si

calculati valoarea expresiei 4(z2 + y?).
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Demonstratie.
Relatiile de mai sus se mai scriu (x+y)(zy+z+y+1) = 3, respectiv (z+y)> — 3ry(r+y) = 4;
Notdm cu s = x + y si p = zy, iar cele doud relatii se rescriu sp + s? + s = 3 si s° — 3sp = 4;
Inmultind prima relatie cu 3 si adunand-o cu a doua obtinem s +3s%+3s = - = (s+1)3 =
125 = s = 2 Inlocuind in sp + s> + s = 3 obtinem p = —5 Prin urmare z + y = 2 si
Ty = —;, de unde {z,y} = {3 +4\/1—7, ’ _4\/1_7} . Valoarea espresiei 4(x% + y?) =[13].
Raspuns corect: | 13| ... ..o op
O

Problema 13

Care este suma tuturor solutiilor ecuatiei {2-{3-{4-{z}}}} = =, unde am notat prin {z}
partea fractionara a numarului real z?

Demonstratie.
Daca a € Z si b € R atunci are loc {a - {b}} = {a(b— [b])} = {ab}. Ecuatia este echivalenta

k
cu {24z} =2 <= 240 —[24z] =1 <<= 28z = [2z] =k kel = x:2—3.Dar,

k 1 2 22
< 1 < — <1 — e, — ] 1a 11|
0<zr<]l = 0_23< = k6{0,23,23, ,23}1arsumaacest0raesteegaacu
Raspuns corect: | 11| ... . . op

]

Problema 14

Un copil merge la un parc de distractii. Acolo are patru variante de atractii: pendulum ride,
roller coaster, un carusel si plimbare pe apa. Copilul cumpara 25 de fise. Fiecare atractie
costa 3 fise pe runda, exceptand roller coaster-ul, care costa 5 fise pe runda. Copilul vrea sa
incerce fiecare atractie cel putin o data, iar ordinea rundelor nu conteaza. In cate moduri
poate copilul sa consume fisele?

Atentie: Este posibil ca la finalul zilei el sa mai ramana cu niste fise.

Demonstratie.
Folosim urmatoarele notatii:

e a = Numarul de runde de pendulum ride

b = Numarul de runde de carusel

¢ = Numarul de runde de plimbare pe apa
e d = Numarul de runde de roller coaster

Din ipoteza avem urmatoarele relatii: 3a + 3b 4+ 3c +5d < 25, a > 1,0 > 1, ¢ > 1 si
d>1.Notama =a—-1,0=0b0—-1, =c—1sid =d—1cud,bV,d,d e N. Atunci
3 +V+d)+5d =3a+b+c)—3-3+5d—5 = 3(a'+V +)+5d <11.

Analizam in continuare valorile pe care le pot avea o', ¥, .
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e Cazul 1: d +V + =0.
Obtinem a’ =V = ¢ = 0. Avem o singura varianta in acest caz.

o Cazul 2: ' +V + = 1.
Obtinem (da’,¥', ") € {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Avem 3 variante in acest caz.

e Cazul 3: ¢/ +V + =2.
Obtinem (a/, ¥, ) € {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}. Avem 6 variante

In acest caz.

e Cazul 4: o' +V + = 3.
Obtinem (/. ¥, ¢) € {(3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (2,1,0), (1,2,0), (2,0,1), (1,0,2), (0,2,1),
(0,1,2), (1,1,1)}. Avem 10 variante in acest caz.
Analizam in continuare valorile pe care le poate avea d'.
e« Cazul 1: d =0.
Avem 3(a'+V +) <11 <12 = d+b+d <4 = d+V+ €{0,1,2,3}. Retinem
1+ 3+ 6+ 10 = 20 variante 1n acest caz.

e Cazul 2: d =1.

Avem 3(a' +V +)+5 <1l = d+V+ <2 = d+V+ €{0,1,2}. Retinem
1+ 3+ 6 = 10 variante in acest caz.
e Cazul 3: d =2.
Avem 3(a' +b0 +)+10< 11 = 3(d'+0 +) <1 = d +V + =0. Retinem 1
varianta in acest caz.
In total avem 204+ 10+ 1 = variante In care copilul isi poate consuma fisele.
Raspuns corect: |31 ... . 5p

Problema 15

Patratul ABCD se indoaie dupa dreapta AC' pana cand (ACB) L (ACD). Notam cu M
mijlocul laturii (BC'), cu N mijlocul laturii (AD) si cu O mijlocul laturii (AC). Aflati
masura unghiului determinat de planele (OBN) si (ODM).

Demonstratie.
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Notand cu D, simetricul lui D fata de O obtinem piramida patrulatera regulata cu varful in
B si baza patratul ADCD; in care fetele laterale sunt triunghiuri echilaterale. Daca {E} =
NONCDy, atunci (BON) = (BNE). De asemenea (DMO) = (DM D;) cam BE si D; M sunt
mediane in triunghiul echilateral BC' D, deducem ca {F'} = BE N D; M este punct comun al
planelor (NOB) si (DOM). Rezulta ca (NOB) N (MOD) = OF. Mai mult, punctul F este
centrul de greutate al triunghiului BC'D;. Acum, piramida cu baza BC'D; si varful in punctul

O este o piramida regulata (ABC D, este echilateral, iar OB = OC = OD; = 7) si atunci

OF 1 (BCD,. Cum D;M,BE C (BCD,) rezulta D;F 1 OF si BF 1 OF, adica unghiul
cautat este unghiul dintre dreptele DM si BE. Cum masura unghiului dintre doua mediane
ale unui triunghi echilateral este de 60°, deducem ca masura unghiului dintre cele doua plane
este de

Raspuns corect: |60 | . ... ... 5p

Problema 16

Patratul ABCD si trapezul CDEF, cu bazele C'D si EF, sunt situate in plane perpen-
diculare, iar AD =9 em si EF = 18 ¢m. Notam cu {O} = AF N BE si d(O, (ABC)) +
d(O,(CDE)) = 10 ¢m. Care este valoarea patratului distantei de la punctul O la dreapta
CD?

Demonstratie.

Notam M intersectia dreptelor DF' si CE. BC L (DCE),AD L (DCE) = (BCE) L (DCE)
si (ADF) L (DCE) = OM L (DCE) ca intersectia a doua plane perpendiculare pe
acelasi plan, de unde obtinem ca d(O,(DCE)) = OM. Pe de alta parte OM || (ABC) =
d(O, (ABC)) = d(M,(ABC)). Notam N piciorul perpendicularei din M pe DC' si din teorema
celor 3 perpendiculare rezulta ca d(O,CD) = ON. Din AEMO ~ AECB si AMDC ~

OM EM EF 2 B B 9
AMFE = &5 = 2= = FFiDc 3 — OM=6— MN=4 — ON =[52].
RaASPUNS COreCt: | D2 | .. op
O
Problemele 1-16: . ... ... . . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p
Total: 100p
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